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گے نت توبات 


الموضوع 
الفصل الدراسي الأول 


O‏ الوحدة الأولى: النهايات والاتصال 


الفصل الاّول: النهایات کر رر رر OE RA E RCO TOO‏ 
و له : مفهوم النهاية وو سو ا 7[ 
نازتا: نظرپات مت ا کٹ و کرٹ 0 
۹۹۷۹۷ یپگ۰ە, ا ا ا ا ا ا کا 
رابعا: نهایات اقترانات مثلثية ہے ےت 

O EOP SE AO O NARE الفصل الثاني: الاتصال‎ 
000 مت وو‎ CT ال ار‎ 


ثانیاءالاتصال اه آ7 - 00:07:0709 و 
أسئلة الوحدة ٥ص‏ ۰.010۰ 


O‏ الوحدة الثنية : التفاضل 


الفصل الأول: معدل التغیر والشتقات ا ات کی کےا کر ا کا 0 


او لا : هد التغیر چا ا کک کا ا ا ا ا ا ا اث ا ا ا کا ا ا ا ا 
٣)'۳ ۷"‏ َو RAE ASRS ALO ALE AOA RE‏ 


نالگا: الاتصال والاشتقاق OA AO‏ 


الفصل الثاني: قواعد الاشتقاق NEE‏ کو E‏ ا ا ا ار کر کک ا ا ا کک ا 
أولا: قواعد E ET‏ 
ثانيًا: قواعد الاشتقاق ۲ مح اه 
الکا: الشتقات العلا ا E E OEE‏ 
رابعا: مشتقات الاقترانات ا مثلئیة جس ا مانشد a‏ 
4۶۷۷۵+ ھھ NOE‏ ا کے سے کر مس 
سادا الاشتقاق الضمنى للش 50000 

أسئلة الو حدة ےت ا کک اک 














O‏ الوحدة الثالنة : تطبیقات التفاضل 


الفصل الأول تطبيقات هندسية وفيزيائية 0 | | ز | ز | ز ز O‏ 0/0119 


أولا: النقط 8“ ا ا ار ہی 3 
ار اند اد والتناقص E E‏ که 


بالشا: القيم القصوى ا ا ا ا ا ا ا ا ا ا ی 
رابعا: التقعر ےووہ اہو وی O‏ وہب وه وو واج م واه وہ لوط لقع 6ع عه ع ع ع لقع ايه جو عاك معام O‏ 2 مما جاع مهاه EE‏ 


اا تطبیقات القیم القصوی و یا وک ا یا ےہ ہر 
اسان الوحدة ہے ےج ا ی[ 


الفصل الدراسی الثاني 


O‏ الوحدة الرابعة : التکامل وتطبیقاته 


الفصل الأول: التكامل ا 002007 


را ی اه گوو جو سس تو ور DE O‏ 
ثانيا: التکامل غير المحدود ا ۵ 
۸0۷ المحدود مک ا یا ہہت 
رابعا: اقتران اللوغاريتم الطبيعي 0000000 1 
خامسًا: مشتقة وتكامل الاقتران الأسي الطبيعي کک 


الفصل الثاني: طرائق التكامل ۹" ےمم ےم کے 
أولا: التکامل بالتعویض ات ا رت ا ا ا یتو رر رر کٹا 


۵ئ التكامل بالأجزاء ا ا ا ا ا E O‏ 
0 التکامل الک ال تن MO I N‏ 
الفصل الثالث : تطبیقات علی التکامل ا ا ا ا کی ما 
أولا: ااا E OA‏ ال 0 0 60000 
۵ العادلات التفاضلة 0000000 233 
أسئلة الوحدة ET‏ ا ا ا E‏ 














للہا الوحدة الخامسة : القطوع الخروطية وتطبيقاتها 


الفصل الأول: القطوع الخروطية ا O CORON E‏ 
آولا: القطع الخروطی O ONE EEE‏ 
ثانیتا: الحل الهندسي TO‏ ( 
الفصل الثاني: معادلات القطوع المخروطية سو سس ٹر رت 
أولا: الداثرة ا ا 
كا القطع الکافی: رو ا کا ROS OLE RR OR O‏ ا کا 
ٹالگا: القطع الناقص 1010109 رر رت 


رابعًا: القطع الزائد oy‏ 


أسئلة الوحدة AI‏ وید کرو ا ا کک ل و 


O‏ الوحدة السادسة: الإحصاء والاحتمالات 


الفصل الأول: الاحصاء OOOO‏ 10001 2711111 
أولا: ا اط ا ا م ره 
ثانیتا: معامل ارتباط بیرسون النطي yy‏ ۳ 


نالکا: معادلة خط الانحدار 


الفصل الثاني: الاحتمالات 0000111 E‏ 
أو لا : التغیر العشو ائي ا و ہت 


آ۵ نوزیع دي ا حدین ا سے ل مم O‏ 
القا: العلامة المعيارية GO NE E‏ 


[۳ AR NE AS TR PANA RTS رابعا: التوزیع الطبيعي‎ 


أسئلة الو حدة 


ملحق (۱): قوانین ریاضیة مهمة اود و و 1۳ 
ملحق (۲): جدول التوزيع الطبيعي RR‏ ا یں اک ا ا ا 


قائمة الراجع ہہ سس ہے ہہ ہہ ہہ ہرہش ہے رہہ 


ا 
المقدمة | بسم الله الرحمن الرحيم 


نضع بين آیدیکم کتاب الریاضیات للصف الثاني عشر للفرعین العلمي و الصناعي» الذي عدت 
محتویاته بشکل ینسجم مع التطورات والتغیرات فی مختلف المجالات» ومعاییر العملیات والحتوی 
العالية (06۲۱/,2000) ٠‏ مثل: حل المسألة» والتبریر والبرهان والربط والتواصل» والتمئیل 
00 

اغْتُمدَت طرائق رياضية مختلفة في تقديم المحتوى الرياضي» کالاستقراء وحل الشکلات» 
بالاضافة إلى تقديم السائل والتمارين التي تدمی مهارات التواصل, والتفکیر الرياضي» و خلت 
العديد من التمارين والمسائل الرياضية بأكثر من طريقة؛ ما يكسب الطلبة مرونة التفكير. 

هذا وقد تم التركيز في الكتاب على تقديم المفهوم الرياضي من خلال الرسوم والأشكال 
والألوان» ما یساعد على تثبيت المفهوم ومراعاة أنماط تعلم الطلبة المختلفة. 

تقع مادة الكتاب في ست وحدات موزعة على فصلین دراسيين» حيث يضم الفصل الأول 
ثلاث وحدات هي: النهايات والاتصال» والتفاضلء و تطبيقات التفاضل. 

أما الفصل الدراسي الثاني فيتضمن ثلاث وحدات هي: التكامل وتطبيقاته» والقطوع 
ےت تا 

ونسأل الله أن نکون قد وفقنا فی تقد العرفة العلمية بطريقة منظمة تنظيمًا منطقيًا ونفسيًا 
ا 

TT‏ زملائنا العلمین 
وأولياء الأمور تزویدنا بأي ملاحظات تغني الکتاب وتسهم في تحسينه» .ما يلبي احتیاجات الطلبة 


وطمو حات الجتمع ارد 

















النهایات والاتصال 


Limits and Continuity 


نشاً علم التفاضل والتکامل لوصف ا تکف ان شرف وش ریت کم لقاع 
والتكامل بصوره ة أساسية على مفهوم اول هذه الو حدة مفهومی ي النهایات و الاتصال 
اللذین يشكلان مقدمة لعلم التفاضل. 





یتوقع من الطالب بعد نهاية هذه الوحدة أن یکون قادرا علی: 


تعرف مفهوم النهاية. 
ایجاد قيمة نهاية اقتران عند عدد بیانیٌا. 


تعرف نظریات النهایات وتو ظیفها لایجاد قيمة النهاية عند عدد. 
ایجاد قيمة النهاية عند عدد لاقترانات نسبية و كسرية و متشعبة. 
ایجاد قيمة النهاية عند عدد لاقتر انات مثلثية. 

تعرف مفهوم الاتصال عند نقطةء وعلی فترة. 

البحث في اتصال اقتران عند نقطة» وعلی فترة. 











۱ 











ه تتعرف مفهوم النهاية. 

۱ ع سرس سن عن‎ E 

« تتعرف نظريات النهايات وتوظفها لإيجاد قيمة النهاية عند عدد. 
س مد قيمة النهاية عند عدد لاقترانات نسبية وكسرية ومتشعبة. 


و ال 5 التهایة عل علد ونا ملد 





مفهوم النهایه 
Concept of Limit‏ 


فما بحال الاقتران ق» وهل پک البو شلوك الاقتران ق 


۳۱  ) 0 








إذا کان ق(س) < 





تعلمت سابقا إيجاد حال الاقتران النسبي» فمجال الاق قتران ق(س) - گے - طلا هو ح _[ 1١‏ ماذا؟ 


بمكن دراسة سلوك الاقتران ق عندما تقترب قيم س من العدد ےس ات 





۱ 


ق(س) ۲,۱ 5١‏ ۱ و۲ | ۲,۰09۱ اغیر معرفة| ۱۱۹۹۹۹ | ۱۱۹۹۹ ۹ ۱,۹ 











لاحظ أنه كلما اقتربت قیم س من العدد ۱ من جهة اليمين (أي س>۱) فان قيم ق(س) 
وتقرأ: نهاية الاقتران ق(س) عندما تقترب قیم س من العدد ۱ من جهة الیمین تساوي ۲ . 











وکلما اقتربت قیم س من العدد ۱ من جهة الیسار (أي س<۱)» فان قیم ق(س) تقترب أيضا من 
العدد ۰۲ ویعبر عن ذلك بالرموز: نا ق (س) = ۲ 
س ے ۱- 


3 
۱ ا 
وتقرا: نهاية الاقتران ق(س) عندما نقترب قیم س من العدد ۱ ۱ | د 





من جهة الیسار تساوي ۲. 
وفي حالة نها ق (س)= نها ق (س) ؛ نقول إن نهاية ‏ س 
1 تم ےہ 


ىاد 


ق(س) عندما تقترب قیم س من العدد ۱موجودة وتساوي ۲ الشکل (۱-۱) 


والشکل (۱-۱) یوضح منحنی الاقتران ق(س). 


2 
1 4 فكر وناقش 001 ۳ 
| لماذا رسمت حلقة على منحنی الاقتران ق في الشکل (۴)۱-۱ : 


و لتحدید نهاية اقتران عندما تقترب قيم س من 
عدد حقيقي مثل أ من جهة الیسار فاته من الضروري 
أن يكون الاقتران معرّهًا عند أ من جهة اليسار على 0 
فترة مفتوحة قصيرة الطول على الصورة (أ- ج أ)» 1 - 
انظر الشکل (۲-۱). الشکل (۲-۱) 





ولتحدید نهاية اقتران عندما تقترب قیم س من 
عدد حقيقي مقل أ من اليمين» فانه من الضروري 
آن یکون الاقتران ول الد امن الیمین علی فترة 2 
مفتوحة قصيرة الطول على الصورة ( .+ ج)» 
انظر الشكز دم الشکل (۲-۱) 





۱۳۳ 


١ 


ولإيجاد نهاية اقتران عندما تقترب قيم س 1 
من عدد حقيقي مثل أ فإنه من الضروري أن 
یکون الاقتران مد ذا على فترة مفتوحة قصيرة 
الطول على الصورة (أ- ج » أ+ ج )» و تحوي 
العدد أ حيث ج عدد حقيقي صغیرجذاء .و سد 
(ولیس من الضروري أن یکون الاقتران معرّفا کت 
عند العدد أ نفسه). انظر الشکل (4-۱). الشکل )4-١(‏ 


بب نمحفلفتےں زر س_٠.۔‏ :_:_م._'۰_و-__---۱ ۱۰٠٠٠کبےکےً-_"-'"''‏ 


إذا كانت : نها ق(س) = نها ق(س) = ل» حيث أء ل أعداد حقيقية فإن: 
وگ وگ 


ق(س) مو جحودة» وتکون ا ق(س) = ل 
> > 





4494٦‏ 9 جح مت جو ےت ق(س) غير موجودة. 


يمال ل اس 
معتمدًا الشكل )٢-۱(‏ الذي ثل منحنى الاقتران ل 
المعرف على ح» جد: 

کے ل (س) 








۱ 
ا لحل الشکل (۵-۱) 
من خلال الشکل(۵-۱) لا بد من إيجاد النهاية عن يمين العدد ۲ ويساره (لاذا؟) 
نهاق(س)-ه » هاق(س) = صفرًا 


سے ۳۷ م سويت 


غا أن سرع ا إذن نا ق(س) غير موجودة. 





معتمذا الشکل(۲-۱) الذي عثل منحنی الاقتران ق » ۱ 
جد كلا مایا إن أمكن ذلك: 


ق(س) 
)١‏ تاق (س) 
س > ٢‏ 


۲ سح ق (س) 9 ۰ رک EEE‏ 
TE‏ 


٦ 


2 ی‎ [7 
١ > 


GED 


معتمدًا الشکل (۷-۱) الذي عثل منحنی الاقتران كء جد كلا ما يأتي: 
سس تا 


ك(س) 
eT‏ دار 


۴ اس ۰ ک پک 
سے -۲ 
ي» نهاك (س) 
سے ١‏ 
و) نها ك (س) 
سے - ۱ 
الحل 
ا تحقق شرط النهاية 
۲) غير موجوده لأن النهاية من اليمين لا تساوي النهاية من اليسار 
٣۳‏ صفر تحقق شرط النهاية 


۶ = ماذا؟ 
١ ۵‏ لماذا؟ 


١ o 


۳ 





۱ 7 

معتمذا الشکل(۸-۱) الذي عقل منحنی الاقتران ل(س) = باد س › جد كلا مما يأتي: 

۱ نیال(س) 
س > , 


(١‏ ل(س) 
۳( ہیا ل(س) 
عا ل(س) 
(o‏ ہے ل(س) 


اخل الشکل (۸-۱) 
لاحظ أن محال الاقتران ل هو: س < صفر لماذا؟ 





۱) غير موجودة الاقتران غير معرّف على فترة مفتوحة على يمين الصفر. 
؟) صفر الاقتران معرّف على فترة مفتوحة على يسار الصفر . 

۳) غير موجودة الاقتران غير معرّف على فترة مفتوحة حول الصفر. 

.١ غير موجودة الاقتران غير معرّف على فترة مفتوحة حول العدد‎ )٤ 

ه) ١‏ الاقتران معرّف على فترة مفتوحة حول العدد -۱ والنهاية 


بالاعتماد علی الشکل )٩-۱(‏ الذي عثل ا 
الاقتران ق العرّف على ح» جد كلا ما يأني : 
نماق(س) 

او ا 
۲ ي 

2+ 


۳( ےی ق(س) 
۶) اق(س) 


سڪ 





تمارین ومسائل 





۱) معتمذا الشکل ( ۱-۱ ۱) الذي يمثل منحنی الاقتران ق العرف على ح ء جد كلا مما یاتی: 

سس ۳ 

٦‏ 5 ق(س) ق(س) 
نت 

بی) نهاق(س) 
سے 

٤ ٦ ۸ ۱۷۱۰ ۲ 4 اق (س)‎ ۰ ( 5 
۲- > 

ه) ناقر(س) 
سے حم 

و( نهاق(س) 
سے حم 

7 کے ق(س) 





۲) معتمدًا الشکل (۱۱-۱) الذي عثل منحنی الاقتران ل(س) = ,اس + ٤‏ 
جد کلا ما يأتی: 
أ ) مجال الاقتران ل 3 
ن کک ۳ 
© حت 


و 
Cr | ۲ ۲ ۳ 8‏ 


الشکل (۱۱-۱) 


و نا 


ھ) نها ل(س) 


نیاع(س) ۱-2 
و 


اع(س) ۱2 


س ٤ج‏ 
ج) مجموعة قيم ك حیث: 
ہے 7س1 تج مرعرد 
د ) مجموعة قيم ل بية: 
سے صر 


۳) معتمدًا الشكل (۱۲-۱) الذي يمثل منحنی الاقتران ع» جد كلا ما يأني : 





الشكل (۱۲-۱) 


٢س‏ + ۱ » س 3 ص 


= إذا کان ل(س)‎ )٤ 


فجد ل(س) 


۱۸ 


س۲ + 5 » س و ص» حيث ص مموعة الأعداد الصحيحة 


نظر یات اللهایات 
Theorems of Limits‏ 


إذا كان ق(س) = س؛ + س" » فجد نهار ق(س) 
س کے 





تعلمت في الدرس السابق إيجاد قيمة النهاية لاقتران عند عدد بیانیّاء وفي هذا الدرس ستتعلم 
إيجاد قيمة نهاية اقتران عند عدد جبریا باستخدام نظريات النهايات. 





0ئ نظرية (۲۲۱ 


)١‏ إذا کان أء ب عددين حقيقيين» وكان ق(س) = ب لكل س دح فان نهساق(س) - ب 


۹٦‏ إذا كانت أ3ح » ن عدد صحیح موجب؛ و کان قارس) ‏ س ۳ فان 
۱ ناق(س) -<آ 
رڈ | 
اذا كان ق » ه اقترانین» حيث 1 ب»ج » م آعداد حقيقية و کان: 
نهیاق(س) بء نھ اھ (س) = ج فان: 
۱) نهيا( ق(س) + ه (س)) = نها ق(س) + نهاه (س) = ب + ج 
۲) نها( ق(س) -ه(س)) = نهاق(س) - ناه (س) = ب - ج 
| جوا کے ا 
sS‏ دمعاب 
)٤‏ نها (ق(س) × ه (س)) = نما ق(س) × نها ه (س) = ب × ج 
اه | لی کےا ۱۲ 


ClTY 


_ سےا 





)٦‏ نها خ]ق(س) = نانهاق(س) = تاب ء (بشرط بک صفر إذا كان ن عددًا زوجیّا) 
سے ] تتكس 


١5 





مثال (- 
إذا كان ق(س) = س" + س" + ۵ » فجد كلا مما يأتي: 


0 ق(س) ۲ (۲) 


اخل 
)١‏ نهاق(س) = نها(س"+س' + ه) 
س-> 5 س-> 5 
ےآ ا . ا . اه 
س-> 5 س-> 5 س-> 5 


>۸ ۲ ه 
3 


٢‏ ق (۲) > اده 
> ۸ ده 
= ۷ ماذا تلا حظ؟ 


رس 


إذا کان ق اقتران کثیر حدود ء فإن: نا ق(س) ق () 
کے 


جک 
اچ فکر وناقش وسر وھ دروت ردير عور صو ح E‏ یا ی 
ساب أن العبارة غر م 
«إذاكان ق( )دل » فان: نهاق(س)-ل» 
سس 


سب س٣‏ + ۱ 
ا ۳۱ 


الحل 
ارات ل ا ا ا 


=-۱ × نها(س +۳) نظریات النهایات 
=۱ ×۹ = اه 


ماه 
س + ه سے -۱ 4 ٦‏ 


لع Tg‏ سد ا ا ۳ ۲ 
س> 


۲ نها (س +۱) ا١‏ س٢٠١۲‏ نها(س +۱) × نها باس ۲١+‏ 
ے٢‏ ے٢‏ ے٢‏ 


۳٣ =‏ > ۵ ہ٣٥۵‏ 
|ٍذا کان ق(س) < ۲س » ه (س) ٴ8 + س. فجد کل ما يأني: 


رہ کت 
0 تھے (ق(س) +ھ(س) ×س) اب م 





۲ نب( ق(س) + ۳ | ه (س)) + ۱۵ 


JEY 
|: سا انين 2-3 | ؟)نها|س'-‎ 


۶ ۰۰۳ سپ 


7سا | تن 2 | اا :۱6| 
س > ۲۷ سے ۱ 

اخل 

ااا > 


سڪ 


کے سے ہے س 
ارس ٥ 3 ۹ (٤‏ 


0لیا اس بت ۳ 


بل ہے۳ 


نيبا (س- 4) -ه 


۲١ 





۳) لا بد من ایجاد النهاية عن مين العدد ۲ ویساره. (ناذا؟) 
۰ + = ۰ کے ہے مما 
نهباق(س)- نها (س' - )٤‏ = صفر 
۰ وه ہے # ہے ۲ سے فا 
نهاق(س) نها س" ) = صفرٌ 


وعا أن نها ق(س) - نها ق(س) = صفرا 
> ے ۲+ 


. ناس" - |= صفرا 


٢ س‎ 


ٰ۸سٌ“صص 1" 


|۱۰ ۲ ناس‎ ۲ ET 
سے‎ 


۳ نها|س" ۱۰| 






6 منال 52 
جد نه-ا[ه,. س] 
احل 
آعد تعریف [ ٠,٥‏ س] دون استخدام رمز آکبر عدد صحیح في فترة تحوي العدد > 
٠ 1 ۰‏ س ج۲ 
۰,٥[‏ س] = | »> 2<۲ س ٤<‏ 
۲ 6 +2 س ح٦‏ 


۳ 


لا بد من إیجاد النهاية عن بمين العدد 4 وعن یساره «لاذا؟) 
نهيا[ه,. س] = ۲ # تھا [قو س ]١ك‏ ۲ 


سس 


تما أن نی [ ۵ وه س] کے نا ڑم س ]| 


۰ نهسا[ه,» س] غير موجودة 


ظ قامت سارة بحل المثال السابق كما يأتي : 
0 نها[ه,. س] = |[ هو« ]= [۲] < ۲ 
| ناقش مع زملائك الأخطاء التي ارتکبتها سارة في حلها للمثال. 


بحد کل من النهایات الاتية: 


0 نی ا[س - ۲] ۲ نهيا]؛ - ۲س] 


ات ف0" اد بر 


إذا کان ق(س) = [۲ - س ] » فأحب عن کل مما يأتي: 
١)جد‏ قیم أ التي تجعل نها ق(س) غير موجودة 
لجال قم ۰" : 0 سے سس 

۲)جد قیم ۔ لتي حعل نهباق(س) ۱ 


| بين إذا كانت العبارات الاتية صحيحة أم لاء مبرّرًا إجابتك من خلال تقدم أمثلة: 
0 سا 
EEE‏ 


۳۳ 


۲ 


سڪ 
7 ص 
3 
لابد من إيجاد حال الاقتران ١‏ 
۳ ۲ 
لاح ان شر و مد ف سے ۱ 
على الفترة ٤[‏ ء مه) Tired‏ 
انظر الشکل (۱۳-۱). الشكل (۱۳-۱) 
نها را س - كرا 4 4 قیفر | ق معرّف على بمين العدد ٤‏ 
نهپا,س -؟ ٠‏ غيرموجودة ق غير معرّف على يسار العدد ٤‏ 
.. نها اس -4 غير موجودة 9" 
جهو 
0 4 فکر وناقش سو ۲ ۰ ۲۲ ۰۰ ۰۲۳ ۰ ۰ ۰۱ ۰ ۰۰ ۰۰۰ وید و وو را یا ان 1 
أعط مثالا على اقتران مثل ق(س) بحیث تکون ق(۱) معرفة» لکن ۱ 
نهاف(س) غير موجوده 


جد كلا من النهايات الآنية: 


eT ۷ نهالءاس-‎ ١ 
۲۵ نهالأس5-‎ )٤ ۲۵ نها باس"‎ ۲ 


0۳۳ 


ای | ۱ س >> ۰ 


ادس اه س ا 


إذا كان ق(س) - ۱ لبا تيا ترس ام رکٹ 


اخل 

بما أن الاقتران ق يغير قاعدته عند س = ۰ ۰ فلا بد من البحث في النهاية عن .مین العدد صفر 
وعن یساره 
ناق(س) -نه.|س | > تن 
سے ۰+ ہے ۰ 1 سه 1۰ 
الات سس یت 

مما أن ناق(س)< هاق(س) ٠>‏ 

سے ۰+ ی 


.. نهاق(س)- صفرا 
سس هه 





ق(۰) = صفرا ل TT ۱ EE E‏ 
انظر الشکل (۱-۱) الذي يبين منحنی الاقتران ق. الشکل (۱-۱) 
EA‏ ص 
EES‏ 
ی ] 3 س ج٢‏ 
فجدنهاق(س) 
سے ۲ 


۳1 


إذا كان ق(س) = [س + ه] ء ل(س) = [4 - س]ء فجد كلا ما يأتي: 
6 بها ق(س) ٦‏ ل(س) 


۳( ہے (ق(س) 7 ل(س)) 


ماذا تلاحظ؟ 





موم تمارین ومسائل 


۱) إذا کان ق(س) = س' - س - 5 ۰ ل(س) = س" ٢-‏ س - ٣۳ء‏ فجد كلا ما يأتي: 





أ ) نها (ق(س) + ۵(س) ) ب) نها ق(س)«ل(س) 
۹ د ) نها( ل(س))* 
ہے فق (س) سے ٢‏ 
5 لس 
م)نها ۱۷ -[(س) وان ك 
سے۲ س-ه-١1ا‏ ف (س) 


۲ )ذا كانت نها ۲ ع(س) = ۰ نها ل (س) +۱ = ۰۷ فجد كلا ما یأتی: 
سے س۲ 5 


٢۲٢٢ _ ۱ 6 1‏ 
نها (۲ع(س) + ل(س)) ب) نومب (ع" (س) - ل" (س)) 
.تہ د ) نها[ ع (س) - [۲ (س)) 
س۲ ع (س) سے ٢‏ 
۳) جد كلا ما یاتی: 

أ)نها|إس'- |١١‏ ب) نها]س'- ۲١‏ | 
سب ه سے ه- 

جانا |س -۲] د )تھا ]س٦ ]٦٦-‏ 
سے ۲ سے۸ 

ف )لهسا اس ۲ | و) نها(س [س] + | س |) 
سن ه-ة سے ۱ 

ہس سے 03" 

ط) نهارا س۲ +5 س+؟ 
سے ٢٢‏ 


۷ 


۳/۸ 


)٤‏ جد قيم ج التي بحعل نام ٦:س‏ غير مو جودة. 


١ < إذا كان ق(س)= [۰,۲س]؛ فجد قيم ج التي تحعل نها [۲و.س]‎ )٥ 
سس هج‎ 

ش ۱ ۽ س ۳ 

[كحس] » ا 


وكانت نهاق(س) موجودة » فجد قيمة الثابت أ. 
سے ٣‏ 


= إذا کان ق(س)‎ )٦ 


o 





ب) نها (س +ل (س)) 
ٹس 
۳ ۲ ۱ 
الشکل (۱-ه 0 
۸ معتمدًا الشکل(۱- ۱ الذي عثل منحنيي الاقترانین قء ع جد کاڈ مايتي: 
ص 
ا 
ق(س) (DE‏ 
۱ 
سس 
۳ ۲ ۱ ۳ ۲ ۱ 
الشکل )١5-1١(‏ 
ا ) نها(ق(س) + ع(س)) ب) نها (ق(س) ×ع(س)) 
سے ۱ سے ۲ 


ج) نها( ۲ (س-۱) + ع(س)) 
۹ إذا کان ق کنر عر بالنقطة ۳ نت : 
کثیر حدو در الا (-۳ ٤ء‏ وکانت نما (س - ل(س)) ٠١--‏ 
فجد تھا( ق (س) - ۲ ل(س)) 


۰ ۱) إذا كان ع کثیر حدود باقي قسمته على (س-۲) يساويه » فجد 
لد تا ء س۲) 


13 





الشکل( ۷ئ سسی ۳.7۳۳۳ ق(س) 


عد کلا ما يأتی: 
)١‏ نهاق(س) بیانیّا. 
س به 





؟) نها ق(س) حبریا. 
سے ٢‏ 


الشکل (۱۷-۱) 


تعلمت في الدرس السابق إيجاد نهاية اقتران عند نقطة جبریا باستخدام نظريات النهایات 
وفي هذا الدرس ستتعلم إيجاد نهاية اقترانات كسرية. 
ولایجاد نماق(س)في المسألة امو صضحة بداية الدرس لا نستطيع استخدام النظرية الخاصة بحساب 
نهاية خارج قسمة اقترانین ( ماذا؟) 
حلل البسط لمحاولة اختصار المقدار (س - ۲) للتخلص من الحصول على صفر في المقام عند 
تطبیق نظرية (۲) فرع (٤)ء‏ كما يأتي: 


Gt س٢‎ +۲ ۷ ٣ 
قر 1۱و09 ماذا؟‎ ٤ 
)٢- (س‎ ٢ سے ۲ س = ۲ سے‎ 


۵ سج ات ہت 


هل يمكنك التحقق من صحة ا حل؟ کیف؟ 


2 
3 
3 
1 
> 
ت 
1 
$( 
3 
۳ 
ع 
1 
7 





لاحظ ان اهسسا (س-۱) - صفر| 
س ے ۱ 


وعلیه لا بمکن استخدام النظرية الخاصة بحساب نهاية س 
خارج قسمة اقترانین (ماذا؟) 
(س-۱). لماذا؟ الشکل (۱۸۲۱) 


وبالتا ی فان النهاية هنا غير موجودة. 








انظر الشکل (۱۸-۱) الذي عثل منحنی الاقتران ق(س) = 
س - 


9 





إذا كانت نها ق(س) = ل » حيث ل عدد حقيقي ء ل ٭٠‏ ؛ ناه (س) < صفرّا 
بر 2ه ٦‏ 


| 


5 ق‎ e 
فان نها رت‎ 
من ہے ھ (س)‎ 


حد کلا من النهایات الاتية: 





۲ ۲ 
ا لشن ۱ ٥٦‏ ات داك 
5 2 س + ۵ س ۲ سح ۳ 


۲١ 








لا نستطیع تطبیق نظرية حاصل قسمة اقترانین لایجاد النهايت لماذا؟ 
وعکن تبسيط القدار من خلال توحید القامات كما يأتي: 





۱ ۱ 
۱ | ج۴ سح س 
سے سے ا( اس )کش 
سس ۱ ين 
سے ٤ ٠‏ وح دس ) موس 
سے ١‏ 
سس ۰ 6( س) 
۰-9 
۵ مثال ٣(‏ 0 
59 باس +5 ٣‏ 


سے ۳ س ۳ 
ال حل 
لا نستطیع تطبیق نظرية حاصل قسمة اقترانین لماذا؟ 
یمکن تبسیط القدار من خلال الضربعرافق البسط كما يأتي: 
ہے 29ں ۳+5۲ 
سے ۲ س - ۲ ,| س + + ۳ 


د ا ا 
۳ (س - ۳ )س +5 + 8) 


اس 
>" وس )ناس ٦‏ ۳) 


ےت 
> 


وت ۱ 
اس 
7 . 06۴ 


۲ 


کاس النهایات الاتية: 


۱ ۲ ۱ 
OTL 


29 (۲ 


کر رد ےت 


۲ بت بح ۲ 
١١ ETS 7‏ ٢س‏ 
سے ٠‏ ریا 





۲۵ اس ات‎ ٣٥ س‎ 
E e e 
اخل‎ 


١‏ لا نستطیع تطبیق نظرية حاصل قسمة اقترانین لایجاد النھایةء لاذا؟ 
في هذه ا حالة لابد من ایجاد محال القدار ‏ (لاذا؟) 
حال البسط هو : الفترة  [‏ )ء و الفترة (- م » -6] 
جال القام هو: الفترة [ ه » ہ) 
إذن حال ا مقدار هو : الفترة ( ه » مه) ( اذا وضع رمز الفترة الفتوحة عند العدد ه ؟) 
انظر الشکل(۱۹-۱) 


غا اد کته دح 


محال (س- د) سس 


الشکل (۱۹-۱) 


۳۳ 








: 1 لسط ل علی کین ۰ ) 
۱ 1 ار كلا من م ۳ 


ا 


| اس ۵ . 
ادن سے ۰+ 7-7-27۳3 


ESS 
د سم‎ 


(س+ ۵) (سسم) ا 
ات رت 


ب اس" - ۲۵ 
ا سے باس 


- لذ لحز الاقتران 
۰ ۱ ي یبن منحنی 
انظر الشكل (۱ ۲( 5 


_ اس ۲۵ 
ق(س) = سس 


باس ۵ 





غير موجودة لاذا؟ 


کو 
f‏ 


-- وق فكر وناقش 5373757 


۹ لاست شکل ( )د سه ٥‏ ار ےھت 


E سا‎ 
ہے‎ eT 


۲ س5 ۵ ۲ 
س ۲۵ . 


٥ سے‎ ٥س‎ 7 ۱ 
٥ سے‎ 


١‏ (س٥٥)‏ [سحم) کنل 
- نیا سب حور 


أن حل كتب الصواب. 


٤ 


< 
إذا كانت س ٠>‏ کا 
فإن: 








بحد کلا من النهایات الانیة: 


î ES 

07 تح افك a.‏ 

ET 2‏ ود ۲ سن 

مثال (5 

س*- ۲س" + ۱ 

حد نه ےم جح 

سے ۱ س" ۱ 
ال 


حسب نظرية العامل فاد القدا رس - ۱) عامل من عوامل البسطء و عامل من عوامل القام» 
یمکن تحلیل البسط باستخدام القسمة الطويلة أو القسمة التركيبية كما يأتي: 

و سا عن" تمن ص 

۱ ہے ۲ م٢‏ 

0 ۱ ۹ کل ذا 


إذنء س؛ - ۲ س + ١‏ = (س-١)‏ ( س" داس" - س ۱) 
۱ : _ ؟ سل 
ومنه نها س اس ۱ 
سے ١‏ و ات 
رخ رس دس "سس ب (١‏ 
سے ١‏ (سح )١‏ (س۲ + س )١+‏ 
رس" س ہے یں سے 6 
سے ۱ (س + س + ۱) 
< صفرا (لاذ۱؟) 


o 


۳۹ 


تذ کر 


- ب۳-(1-ب/(ا" + أب + ب۲) 





۱ اس »م ۱ ی 
ی ت٦9‏ ر نک 
"سے۸ س-۸ : 3 
الحل 
س »م 
2 نه كنك 


۸ س‎ ae 
۳ ۳ 
ا س + ۲ لاس +ع‎ 
6+ سم لأس" +۲ س‎ ۸ 


نبا س حاير 

الح ری ار ا EA‏ 
۱ ۱ 

۱۲ | 


(حخل امثال(٦)‏ بطريقة أخرى من خلال فرض اس" - ص ) 





تدریب ٤‏ 
رات 

جل د ہے سے 

ون ا عر ۱/5 

منال (۳ 
۲ب وس + ۶ 

۱ 3 -0 

اين س س +۲ 
اخل ۳ 
۱ راس وس + 5 تذ کر 
صلم ای تس 
0 ۷(س + ۲ _ . اس + ۲ 
ہے س ٢‏ سع-۲ بس + ۲ 








لا بد من إیجاد النهاية عن بمين العدد -۲ وعن يساره» لماذا؟ 


اس + ۲ | ص 
سي ۳۷ س + ۲ 


س + ۲ 


ز ۰ ّ 
دہ کی ۱ 


اس + ۲ | 
ey,‏ ۳ ۲ الشکل (۲۱-۱) 


سے =< اين ۲ ۲ 


7 اس + ۲ | 

ادن ز لت 

عع س + ۲ ۔ وع 

۱ ۱ اس + ۲| 
انظر الشکل (۱--۲۱) الذي بمثل منحنى الاقتران ق(س) = ات 


کو 
.- ڑگ فکر وناقش د«««<«<«<«<«سسظ_ 
اس + ۲ | 


۳۷ 


سے تمارین ومسائل 


۱) جد كلا من النهایات الآنية: 


5 
٦‏ ی > لبا ٠‏ ےسا 
سے۸ (س-۸) س۸ ع _ و 
۲ 
١ ١ 7‏ ۱ 2 1 ه -|۲س۱ | 
جے) اليا س( تن بارس د ) نها 
جد سس رش ٤‏ سے٢‏ س۲ + ۸ 
کس راس ك١‏ 1 - ١١س‏ + ۲۵ 
0 ساس 3 | اس س 
سے٣‏ ۳-۹ س سے٥‏ و ج8 
س۲ - ۱ س۳۲+ ٣س ٤‏ 
ناو سن کان مہ س۲ = ۱ 
باس - 1٩۹‏ ۲س-[۲س] 
طڑ): ۲ 
Sk‏ س : يا ايسا +س5- ٥‏ 
CN.‏ وٹ 
ك )نها 
شي هه س۲ 
ی ١‏ 1 ق(س) + ه 
٢‏ إذا کان ق کثیر حدود» و کانت ت۰۰ :و 
سے٣‏ ۳ 
نا( ق(س) - ٢س‏ +۳ ب )= ۷ فجد قيمة الثابت ب. 
سے٣‏ 


۳۸ 





ملسست ك۳ 
۳) إذا کان ق(س) = اس ۱۳ 


سے یں تع 4 س ٣<‏ 


وکانت ہے ق(س) موحودة فجد قيمة الثابت ج. 


اس + ٢ب‏ س + ۲ 2 ۱ 
)٤‏ إذا كانت نها ۱-۰ فجد قيمة کل من الثابتین أء ب. 
سے ۱ س ١‏ 

AOD 7 

٥‏ نھ 7--7٦1‏ ._ تے 
| سے 3 
۲۷-۲ 
ف 4 سن 5 ع 


Ty ETE SEE 


٠٥٥٥ س‎ 


4. 


وكيك 


فجد قيمة الثابت ع التي بحعل تیا ل(س) موجودة. 
1 


o +‏ 
۷ إذا كان ق(س) = 2 
| س E‏ 
سس - ےس ۲ ٩‏ 


فجد قیم أ التي بحعل نها ق(س) غير موجودة. 
۳ 


ق(س )ت٦‏ ےھ ۳ 
میت و وروی اكد لشت ا 


ه (س) + ه ١‏ 


سے٠‏ س ۲ 
نها( ه(س) -۵ +۳۳ جی) -۷ فجد قيمة الثابت چ 
سے ۱ 


۹ 


39 2 
مه 





Limits of Trigonometric Functions 


ص 


اس ۱ 
مانهاق(س)؟ سس ۲س ١د‏ 


)۲۲-١( الشکل‎ 


تعلمت سابقا إيجاد نهايات اقترانات كسرية» وفي هذا الدرس ستتعلم إيجاد نهايات اقترانات 


ماه مھ 
اه 


3 


ادرس الشکل (۲۳-۱) ء ثم أجب عما يليه: 


کں ص 
ق(س) = جا س ۱ ل(س) = جتا س 
۱ 
0 سس ۱ سرب ۱ 
= ا 
الشکل (۲۳-۱) 
۱ تا سان ك ۲) يخا تد 
T>‏ 
ا سی ٤‏ ) جتا ]7 = 
Te‏ 
۰ نهاظاس- ٦‏ ظا ۰ 


ماذا تلاحظ؟ 


ع(س) = ظا س 


3ہ 
۱ 
| 
4 








من خلال إجابتك عما سبق یمکن التوصل إلى ما يأتي: 


وس ۱ 


سے ] 


٢‏ نها جتاس- جتا أ 


سے |[ 


ن 
۲) ناظاس < +۷ اد ح - ا تہ کا 


سے ] 


مغال ایا 





جد نها جاس + جتاس ) 
شي هه 


اخل 
هار حاس + جتاس) -نهاجاس+ نها حتاس (نظریات النهایات) 
شي هه سے ۰ سه ٠‏ 


= .+= صِ 
الشکل (١-5؟)‏ عثل دائرة الوحدةء لاحظ أنَّ رأس سر گا 
الزاوية س في الوضع القياسي يقع على مركز الدائرة 1 
وطول القوس(ل) المقابل لها عثل قياسها بالتقدير الدائري س 5 3 ۱ 
(لاذا؟)» والاحدائی الصادي لنقطة تقاطع ضلع انتهائها 
مع الدائرة يمثل جاس (لاذا؟) كلما صغر قياس الزاوية س 6 
قان طول القوس(ل) ه طول العمود آئ أن: 5507 


س بح جاس؛ وبذلك فان: 


ء۱١‎ 


اہ 


حا 
١‏ کہ وت 
نها لحت 


۰ کرت - 7 ۰ اھ 92 


في هذا الکتاب. سنعتمد قياس الزوایا بالتقدیر الدائري» مالم یذ کر غير ذلك. 


جد كلا من النهایات الآنية: 


ظا 
8ج .5“ 3 0سا ےھر 
ههه هس سے ٠‏ س 





ا حل 
0 افرض آن ٣س‏ خص؛ إذن س = کے » وعندما س ہے 0 > فان ص ->. » ومنه: 


با ع امد ہے کے ب خض 
سے ۰ بس ص ۰ 9 صے. ص 














سے ٣س‏ 8 م8 
ظا 
۲ نپا "در 
س ے ۰ یں 
محت 
ور جتاس 
سے سن 
جا 
۳ ي 0 ٠‏ 
سے سی سے س 





کو 








.-- وګ فکر وناقش صسسد<<۳_ 
کپ رت ای 0 
کو ناج ۲) نها سس 
۱) نها ج0 
کے ا ۳ ۳ 5 
۲) لها ج »> حيث أ » ب اعداد حقيقية » ب + صفرا 
مثال (۳ 
جد ها سے 
سن ے ۰ حاس 
ا حل 
سے جاس س ے. جاس نها جاس 
کے س سه م 
س‌ 7 
هع 
.-- پاچ فكر وناقش ا ا ااا ا ا ا بب ا ااا اا اا ا اا سام 
' اکتشف النطاً فی ما پأتیء واکتب الصواب: ۱ 
| جاهس _ ٤‏ ظ 
| سیر ٥س‏ 8 : 
تدریب ۱ 


جد کلا من النهایات الاتية: 


نها 


سس هه 


۳( ۹س 
6 نلاس 


جالاس 
57 


0 | جا(س-75) 
a RL‏ 


۹64 , جا| س | 


س هك 0 


<۳ 


٤ 


مثال 57 
سا لس سال 





سب پر ا٤انت‏ س 
ا حل 
بقسمة حدود القدار على س » حيث س سے٠‏ تتضمن س > صفرا فتکون: 
حا ظاه ظاه 
گ_۔ ےد _ کک جاس 9 
2 سس س 
س هه جا٤‏ س 5 ٦س‏ س هه جا٤‏ س ے۲ 
و و س 
ا ل شو س ے. س (نظریات النهایات) 
نبا ۰ اسار اش نس ٢‏ 
رن سے س سڪ 
٥ ۵ -- ٠‏ 





جد نها 

سن >۰ ٣س‏ ظااس 
7 
E 6‏ 

س هه س" 
ال 
لا نستطيع استخدام نظريات النهایات » لماذا؟ 
-١‏ جتا ۲ ۱ کت جا 
سےا سس ي ا (جتا۲س<ا- ۲ جااس) 
س سه ۰ سس سس هه سس 

آ٭ ای جا س ی . وا 

سے ا کل سل E‏ با 
Rg TS‏ 
ے نے یں ہے ٢‏ 
= ہے ١×‏ ا پ-۔ 


حل مثال (ه) بطريقة آخری 
۱ -جتا ٢س‏ _ جتاء - جتااس 


ار شاد : 
J‏ س٣‏ س۲ 





لا نستطیع استخد ام نظریات النهایات» ماذا؟ 
باستخدام القانون: 

+ ج 
جتاس - جتاص --۲ جال ہے ) جا( شپت ند أنَّ: 


جتا ٦س‏ - جتا ٤س‏ 0 ۔-٢جا‏ هدس جاس 


نها ۲ ۲ 
سے ۰ سن سے ۰ سس 
5 
۶0٤ھ‏ 2ت سور ا 
٠×٥ X ۲‏ 
جیا کن 
تدریب ۳ 
ے ا ۱ جارس E‏ 
)١‏ نا وت و ی a‏ یط ۶ھ 
س٢‏ سے ۰ وا 


ا 


UES 


ےر زر جاس - جتاس 
سے 1 سس 1 


۳ 
الحل 

لا نستطيع استخدام نظریات النهايات. (لاذا) 
بالضرب عرافق المقدار جاس - جتاس 


جاس 7 جتاس_ ے جاس - جتاس_ ي جاس + جتاس 
سس ۵٥ E‏ 3:5 جاس + بجتاس 
5 ا 
7 (س -1) (حاس + جتا 
ےے قوج تی ی 
ييا 
= ھب ا (جتا "اس حجتا'س - جا'س) 


سے جن واه (حاس+ جتاس) 


1 
- حا( - ۲س) 


aN‏ اک سان متا .کے 
سے 36 (س -36) (جاس+ جتاس) (جتاس‌حجار + -٭ س )) 


1 
حا( و س) ۱ کر ےت 
= لها سس سس | اح ۲ عاملا مش گا 
سے ا (س £ ) (جاس+ جتاس) جراج 27 


۱ جا -س) نل . ۱ 
ووےہ کر وہ تھا میں 
E‏ چا 
تدریب ٤‏ 
جتا ۱ CC‏ 
0 - 5 ۲) ھا تچ ج 





تمارین ومسائل 


جد النهاية الطلوبة فی كل من التمارین من (۱) إلى (۲۱) : 


0 ہے ہت 


سے ۰ 


ه) نها 
سس هه س٢۲‏ 
.ےا ساس 
سس هه ٦س‏ - 7۲ 
بها 
٩‏ نبا ۱ ۶ س 


سء؟3 (۲-۲س)۲ 


وج انا ات 03 


سے ۰ جا اس 


١ح‏ جتا ٦‏ 
۳یس أت يي 


۱( نه | کے 
سے 1 7 ۲س 


+١‏ جتا ٤س‏ - ۲جتاآس 


۳ لاس ينا‎ ۶ ٠. 
س‎ 


4) نھا(۷ س۲ ظتا' (۲س) قتا (هس)) 
سس هه 


-١ 6‏ جتاس 
ہے. س نب س 
ظاس - جا 
سے ٠‏ 
قا(۲س) -۱ 
10۰ ۱ 
سے ٠‏ سس 


63 ك ۳س(ظتا ٢س‏ + قتا س) 


جا 
۷ كك لف تہ 


١ = ١ سے‎ 


۷ 


۸ 


۷ ھا جازس ١٤5ا‏ کے نك : سے 


نج سج عه اسیا اس 
8 ا الاك )٠‏ نه | سا 
سے ۲ 1۲ Ww‏ ۲ڑ > ظا( س 
9 
SS‏ : بحاس + جا ص= ۲ بجا( ‏ كم ) باز شف 
سے أ س + أ ۲ 
اکا اک ییا لش ب فر قبية كل من قاوع تن 
سے٠‏ ٦س‏ سے پا نتن ساليل 
جا( ۲ ۲-7 س) 


۲۳)(ذا كان ق(س) - ای ) 
سے ۰ 


س٥٣٦‎ 


الاتصال 


Continuity 








© تتعرف اتصال اقتران عند نقطة وعلى فترة. 
٭ تبحث فی اتصال اقتران عند نقطة وعلی فترة. 


Continuity at a point 





۹ 








٤‏ نیال (س) 6وی تو ê‏ و ہوروا وها وو اه ور ۲(۵) ف فاه مو چو و و وآ وآ و يها و و تا بوجو وو و وو و وھ ھا و او ون 


ماذا تلاحظ؟ أي الاقترانات كان منحناه غير منقطع (متصل) على فترة مفتوحة تحوي العدد ۲۲ 
فى مثل هذه احالة نقول إن الاقتران ‏ اقترا متصل عند س ٢ء‏ بینما نقول إن كلا من الاقترانات 
ق»ل» ع غير متصا ) منفصا ) عند س<۲ 


وم 
.-- 9 فكر ونائش yy‏ 
' تحدث بلغتك الخاصة عن شروط اتصال اقتران عند نقطة. ۱ 





یکون الاقتران ق متصلا عند س- أء إذا حقق الشروط الاتية: 
)١‏ ق معرّف عند س- أء أي أن ق() موجودة کعدد حقيقي. 


7" ق(س) موجودة. 


۳ نها ق(س)-ق(١)‏ 





منال ( 
معتمدًا الشکل (۲۲-۱) الذي عثل منحنی الاقتران ق» ما قیم س التي یکون عندها ق اقترانًا غير 





)55-١( الشکل‎ 


س ۶ ۳ ) لان نها ق(س) غير موجودة. 
سوہ 2 لان نها ق(س) غير موحودة. 
س = 6 لأن ق غير معرف عند س- 4 
منال (۳ 
»> س <۲ 
إذا كان ق(س) = > فابحث فی اتصال الاقتران ق عند س = ۲ 
س - ٦‏ > س >> ” 1 

الحل 
)١‏ ق(س) معرف عند س< ۲ء ق(۲) --ع 
۲ ابحث فى نهاية ق عن ین العدد ۲ ویساره لماذا؟ 

ناق(س) <نهارس -) ٣>‏ 

سے ؟٢‏ سے ؟٢‏ 





5 ےج 
تهاق(س) ی اح ذا تسا زس +۲) -- 
سے٢‏ سے ٢‏ من سے ۲ 


اه 


o1 


نما أن تاقرس ھا فی کد 
تهاق(س) ےجا ارس 3 


7 نها ق(س) موجودة وتساوي ق(۲) 


.اق متصا عند س٢‏ 
اذا كان ق(س) = ہت 
To ١‏ ار یہ 


فابحث في اتصال ق عند س< ٤‏ 


YEE 

إذا کان ق(س) = [ ۰,٥‏ س - ] » فابحث فی اتصال الاقتران ق عند س = ۷ 

الحل 

اعد تعريف الاقتران ق دون كتابة رمز أكبر عدد صحيح في فترة تحوي العدد ۷ مثل »٦[‏ ۱۰): 
ا ٦٠٢‏ < س < ۸ 


ق(«س)< 
صفر ٠‏ ۸ < س <۱۰ 


ق معرف عند س = ۷ 4 اذ ق(۷) = -۱ 


(#سیح ق(س) = ق(س)<-۱ لاذا؟ 
عا أن نهاق(س)- ق(۷) 


۰ ق(س) متصل عند س = ۷ 


تدریب ۲ 


)١‏ إذا كان ق(س) = [ س] » فما مجموعة قیم س التي یکون عندها ق اقترانا غير متصل؟ 
۲) اقتر ح قاعدة لاقتران آکبر عدد صحیح بحيث یکون متصلا عند س= ۱ > وغیر متصل عند 


ولا 
Ep‏ 
أ ی > س <۱ 
إذا كان ق(س) - 0 ين 


ا د( ایا ۽ س 


متصلا عند س = ۱ فجد قيمة كل من القايئين أ »ب 
الخل 

با أن ق متصل عند س= ١‏ إذن: 

۱) نها(أس؟- ب س -)١+‏ ق(۱) 


اب + ۱ < ه ری سم سج مج سرمیم مشریں 10017 
6 نها(س:-+ب)س+١)-ه‏ 
س 
۱+ ب) +۲ - ه سس O a‏ 


آے ے2 ٤‏ أ + ب < "م 


وبحلهما ينتج آ١‏ » بحم 


٣٦٣‏ ٰ۹پ9ٰ)۶۹ٰ۰) ۲ کا 
ا ےا ایت > ی ۲ 


متصلا عند س = ۳ » فجد قيمة كل من الثابتين آء ب 


or 


o٤ 


(Continuity 1heorens) نظريات الاتصال‎ 

إذا كان ق اقتران كثير حدود فإِن ق متصل على ح. 
|ذا کان ق » ل اقترانین متصلین عند سس أ فان: 
۱) الاقتران ق + ل متصل عند س = أ 
۲) الاقتران ق - ل متصل عند س > | 
۳) الاقتران ق × ل متصل عند س = أ 

E اف‎ 

ف 
ه) سب غير متصل عند س = أء إذا كانت ل( أ) = صفرًا. 
|ذا کان ق اقترانّا متصلا عند 1 ق(س)> ۰‏ فی فترة مفتوحة تحتوي آ فين الاقتران 


ه (س) = ,اق(س) اقتران متصل عند س - أ 





برهان نظرية (۲) فرع (۱) 

العطیات: الاقترانان ق» ل متصلان عند س - أ 
الطلوب: إثبات أن الاقتران ق + ل متصل عند س - أ 
البرهان: 

افرض أن ه = ق + ل 

هرا) عق (أ)+ل(ا) من تعريف الاقتران ه. 
وحیث إن ق» ل اقترانان متصلان عند س ‏ أ فان: 

کے مرو ا لہا رس» + نهیال(س) 


= ق (1) +ل(ا) 
وعلیه فإن الاقتران ه متصل عند س = أ 





برهن الفرو ع:۰۲ ۰۳ ٤‏ من نظرية (۲) 


“ 
.-- ی فكر وناقش نے و 3ب لل هوب ر1( ا خخ 
| اکتشف الخطأ فی العبارات الآنية» ثم اکتب الصواب: ۱ 
| ۱) الاقتران ل(س) > [ س + ۱] + [س]؛ غير متصل عند س ٠=‏ ؛ لأنه نتج عن جمع 

| الاقتران [س + ۱]» والاقتران [س] و کلاهما غير متصل عند س- ٠‏ 

۱ ؟) إذا كان ق(س) = س - ۱ اقترانًا متصلا عند مر = ۱ فان ۷ ق(س) هو اقتران متصل 


مثال (© 


0 ق(س) - 
ف ا جس E‏ 


فابحث في اتصال الاقتران (ق + ع) عند س = ۲ 
اخل 
)١‏ ابحث في اتصال الاقتران ق عند س = ۲ 
نیپاق(س) ۸ 
کے 70س ۸ ۰ ۲(3) = ۸ 


٦ب‏ ق(س) متصل عند س<۲ 

۲ = ابحث في اتصال الاقتران ع عند س‎ ٢ 
یا وا‎ 
1= ع(۲)‎ > ٩ = ع(س)‎ 


5ه 


وحسب نظرية (۲) فرع »)١(‏ فإ (ق + ع) (س) متصل عند س-۲ 
إرشاد: بمكنك حل ا ثال السابق من خلال إيجاد قاعدة الاقتران (ق+ع)(س»» ثم البحث في 


اتصاله عند س =۲ 
998 ۶" 0 ۳ 

إذا كان ق(س) - ل 

و ۳ س!۲ 6 نتن كك ١‏ | س | » س 5 ۱ 
فابحث في اتصال الاقتران (ق »ال ) عند س= ۱ بطريقتين. 
ES‏ 
إذا کان ق(س) = (س-۳)۱ » ل(س) = [ ۲ س] » فابحث في اتصال الاقتران (ق×ل) 
عند س = ۳ 
الحل 
قرس )کرس 2= متصا عند س < ۳ لأنه كثير حدود متصل على محاله. 
ل(س) = [۲ -س] غیرمتصل عند س < ۳ ماذا؟ 


لا نستطیع استخدام نظرية (۲) فرع (۳) للبحث في اتصال الاقتران ق × ل ء لماذا؟ 
لابد من إيجاد قاعدة الاقتران (ق ×ل)(س) والبحث فی اتصاله عند س = ۳ 


(ق × ل)(س) = (س ۲۳۳۲ إ ۲ -س] 
اكتب الاقتران بصورة محزأة في فترة تحوي العدد ۳ مثل ( ۲ ۰ > ] 
رس كت )اهوت 4 اش دم 


|= 
CE “الس‎ û RO) 


نه ا(ق × ل)(س) = ۲ (۳ ۳6۱۳ ۸ 


نها(ق × ل)(س) = ۲0۱-۲۱۱ 
عا أن نها (ق × ل)(س) # نبا (ق × ل)(س) إذذ نا (ق × ل)(س) غیرمو جودة 


۰ (قف×ل)(س) غير متصل عند س = ۳ 


2 
0 زاق: ۱ ءڭ و بت لد کے مه ۳ سے ما ۰ ۰۰ 5 ۰ 1 
ظ قش زملاءك في الحالا التي لا نستطيع فيها توظيف نظريات الاتصال في الحكم على ؛ 


اتصال الاقترانات. 


(ذا کان ق(س) -(س-۳)۵ ۰ ه (س) < [س + ۲] 
فابحث في اتصال الاقتر ان کل من سح - ۲ عند 


۷ 


تمارین ومسائل 





)١‏ معتمذا الشکل (۲۷-۱) الذي یمثل منحنی الاقتران ق» ما قيم س التي یکون عندها ق 


ص 


ق(س) 


۲ ۶/0 1 ۷ 





الشکل (۲۷-۱) 
۲) إذا كان ق(س) = [ 4س - ] »فابحث فی اتصال الاقتران ق عند س< ١,۲١‏ 


۲ 


و ےت بس 
۳) ابحث في اتصال الاقتران ق(س) = سس عند س = ۱ 
س٤‏ 
)٤‏ ابحث في اتصال الاقتران ه (س) ملح عند س = ۲ 
ظا 
اظاس | 2 س < ۰ 
)٥‏ إذا کان ق(س) - سس 
١‏ - جتاس ¢ س > ۰ 
فابحث فی اتصال الاقتران ق عند رح ٠‏ 
ارک ۱ > س > ۳ 
٦‏ إذا كان ل (س) = 
اٴ٘س'-۹] ۷ س ے۳ 


فابحث فی اتصال الاقتران ل عند س = ۳ 


۸ 


اس ۲۰1 > س ۲ 
۷ ) إذا کان ق(س) = م س -۲ 
٥‏ 4 س > ۲ 
فابحث في اتصال الاقتران ق عند س<۲ 
٦‏ س 4 سے 
۸) ِا كان گ(س)< اس جج ےی ده 
س -۱ ۰ س> ۲ 
فابحث في اتصال الاقتران ك عند س< ۲ 
ا 
س +س" ۰ ۰<س ۲2 
۹) اذا کان 2 (س) = 
0080۳ اس[ 4 اوس <۳ 
۷ 4 س = ٣‏ 
متصلا عند س = ۲ء فجد قيمة الثابت أ. 
راو رد کہ > س2ا 
۰) اذا کان ل(س) = س ۱ 
هس - ٠٤+ ١‏ س <۱ 


فابحث فى اتصال الاقتران ل عند س= ١‏ 
س + س 
١‏ ذ[ا کان ق(س) < [س + ۳ 4 رت 
لصح ۰ 0 ۲٢‏ 
سس ین سس 


فابحث فی اتصال الاقتران ق عند س = ۲ 


۹ھ 





سب ب > ۰< س<۲ 
5 إذا کان ل(س)- 


اس | -ه و ین حم 
فجد قيمة الثابت ب التي تجعل الاقتران ل مته لا عند س = ٢‏ 


ET‏ کہ مس میں 
)٣‏ ذا کان ق(س)> 


1س" ٤<‏ » س و ص حيث ص مجموعة الأعداد الصحيحة 


فابحث فی اتصال الاقتران ق عند س= ۳ 





الاتصال على فترة 
Continuity on an Interval‏ 


معتمدًا الشکل (۲۸-۱) الذي يمثل منحنى كل من الاقتران ق والاقتران ل المعرفين على ح» 





ص 
ق(س) لل(س) 7 
: 
لحلل ل لاس ۲ 
س س 
۵ ۶ ۳ ۲ ۱ ۱ ۲۲ و ان اق ۳-1 ا 
الشکل (۲۸-۱) 
۱) نها ق(س) ۲ نها ل(س) 
۲) ق(۰) :) ل (۰) 
ماذا تلا حظ؟ 


تعلمت فى الدرس السابق شروط اتصال اقتران عند نقطة. وفی هذا الدرس ستتعرف شروط 
اتصال اقتران على فترة. 
في الشکل (۲۸-۱) لا بد آنك لاحظت أن نها ق(س) = ق(۰) = ۰ وفی هذه ا حالة 
۱ تک : 
یکوت ق منصلا عند سے ۰ من الیمین. 
وأ نها ل(س) = ل(۰) = ۰ » وفي هذه ا حالة یکون ل متصلا عند س=٠‏ من الیسار. 


1١ 


1۲ 


۽ ادرس | لشکل (۲۸-۱) ثم آجب عن کل ما يأتي: 
| ۱) ما شروط اتصال اقتران عمد عدد من الیمین؟ 
77 مر ری 
ل ص 
الاقتران ه متصل عند س = أ من اليمين, لماذا؟ 

وأيضا الاقتران ه متصل عند س = ب من اليسارء لماذا؟ 
كما أن الاقتران ه متصل عند كل س تنتمى للفترة 





(أء ب) ء ماذا؟ . ْ 

ا لم رهق نان لے اق همه لھ ا تا 

في نقول إن الاقتران ه متصل على الفترة[أ » ب] جس 
4 تحدت دح مہا صشملمح ‏ حن سس اس اس اف E‏ 
ہر مر ۶ 





٦‏ ۹ علی الفترة [ ہہ فان؛ 
۱) ق یکون متصلا عند س= أ من الیمین» إذا كانت نها ق(س) = ق(1) 
سے 


۲) ق یکون متصلا عند سب من ۶۷۷۷99 نا ق(س) < ق(ب) 
سب 


۳ ق یکون متصلا على الفترة (أ» ب) إذا کان متصلا عند كل س د ات 
ا oo‏ 


ملاحظة 

cl ECC TI NE 
ومتصلا عند س= أ من اليمين.‎ 

CL TS 
ومتصلا عند س= ب من اليسار.‎ 

ا lC‏ عند کل س 3( مه) . 

6) یکون الاقتران ق متصلاعلی الفترة ہہ ب) (ذا کان متصلاعند کل س 3 (-مه, ب). 

. یکون الاقتران ق متصلا علی  |ذا ان متصلا عند ہہ ح‎ ٦ 


اھ 
۲ 4 فکر وناقش جو اج و حوس ن مین سم اج سس او سس سد نو سس مہ وس و ا سمخ پآ رج سم و ۱0 


| اقرأ العبارات الائية ثم جب بنعم أو لاء وقدم تبریرا: 

١ ۱‏ کثیرات ا حدود متصلة على ح. 

| ۲) الاقترانات النسبية متصلة على ح. 

| ۳) إذا کان الاقتران متصلا على ح» فانه یکون متصلا على أية فترة جزئية منها. 
ظ )٤‏ الاقترانان الدائريان (الجيب» جیب التمام) متصلان على ح. 


2 تحدث سامح ب دا د دده دا و میم وچ كاده عا اد جع جه كاف و ل مس 
4 تحدث إلى زملائك كيف تحدد نقط عدم الاتصال للاقترانات الدائرية (القاطع قاطع ؛ 
التمام» الظل 4 ظل التمام) . 


اس + S> e‏ 
إذا کان ق(س) > 
فابحث فی اتصال الاقتران ق على الفترة [-؟ ۰ ٠‏ ] 
احل 
(١‏ الاقتران ق متصل على الفترة (-۰۲ ١‏ ) لأنه على صورة کثیر حدود. 


1۳ 


۲ الاقتران ق متصل على الفترة (١ء‏ ه) لأنّه على صورة کثیر حدود. 
۳) ابحث في اتصال الاقتران ق عند نقطة التفر ع وهي: س-۱ 
سے ۱۳ ہس 
سے 
نهاق(س)- ۲ 2۲۰۳۱۶ ۶ 
سے ١‏ 


ق()< ه 
ما أن نهیاق(س) ‏ نإ ق(س) إذن نها ق(س) غير موجودة, 
س ہے ج > 


وعلیه فان الاقتران ق غير متصل عند س ١=‏ 

)٤‏ ابحث في اتصال الاقتران ق عند س = -۲ من اليمين. 
تھے ےا قزس) = ۲ ۲:۳۲ ۲-۰2 
س-۲-2 


ق(-۲) = -۲ ,رما أن نیا ق(س) ۳۲ 


7 الاقتران ق متصل عند العدد -۲ من الیمین. 
ه) ابحث في اتصال ق عند س = ه من الیسار. 
ا ق(س) ک۹ ۰یق( 6= 
سے٥‏ 
.. الاقتران ق متصل عند س= ه من اليسار. 
ما سبق ينتج أن الاقتران ق متصل على الفترة [-۲ ۰ ه] - (۱) . 


س" ۳ <س < ه 
۹ 3 س 


فابحث فی اتصال الاقتران ق على الفترة [۳ء ۷)ء والفترة [۰۳ ۷]. 


1٤ 


٣ے‏ 
کی وت سے ۳ 
إذا كان ق(س) دا س٤‏ 


فابحث في اتصال الاقتران ق على مجاله. 

ا حل 

قاعده الاقتران ق تتفر ع عند س< ۳ 

في الفترة ( - مه » ۳) الاقتران ق متصل لأنه على صورة اقتران نسبي معرف على مجاله. 
في الفترة (۳ » مه ) الاقتران ق متصل لأنه على صورة کثیر حدود. 

ابحث فی اتصال الاقتران ق عند نقطة التفر ع وهي: س = ۳ 

۳۷ < )۳ (3 

نها ق(س) <- ۳+ ١٠‏ 


اڪ ۴۲۷۰ 
اک( 


بما أن نها ق(س) ۶ نهپاق(س) » إذن نها ق(س) غير موحودة 
۹ 87 سے ٣‏ 


وعلیه فإِنَّ الاقتران ق غير متصل عند س- ۳ 
ما سبق يننج أن الاقتران ق متصل على ح - (۳] 


اذا كان ل(س) < 
1 00006 9 


فابحث في اتصال الاقتران ل على محاله. 


“o 


٦ 


مثال 
إذا کان ق(س) = |۳س - ۹ | » فابحث في اتصال الاقتران ق على الفترة [١ء ]٥‏ 

ا حل 

اکتب الاقتران ق بصورة محزأة دون استخدام رمز القيمة الطلقة على الفترة ١[‏ ء ]٥‏ » فتحصل 
علی: 


ق 


۳-۹ س 4 ار ےک 


ق (س) = ٣س‏ ح ۹ ۳ س ے٥‏ 


۱) الاقتران ق متصل على الفترة (۰۱ ” ) » لأنّه على صورة كثير حدود. 
۲) الاقتران ق متصل على الفترة (۳» ه ) » لاه على صورة كثير حدود. 
۳) ابحث في اتصال الاقتران ق عند نقطة التفر ع س= ۳ 
نسےاق(س) ۳-۹4 ×= . 

ان سے 

نهپاق(س) =× ۰۰۹-۳ ۳(3)- ۰ 

ون سے 


عا أن نهاق(س)- ق(۳) إذن ق (س) متصل عند س = ۳ 
سس 


)٤‏ ابحث فی اتصال الاقتران ق عند س = ۱ من الیمین: 
نهيا ق(س)- ۰-۳۹ ق(١) ٦<‏ 
ہے 
إذن ق(س) متصل عند العدد ١‏ من اليمين. 

)٥‏ ابحث في اتصال الاقتران ق عند س= ٥‏ من اليسار: 
نه نها ق(س)= ۰1-۹-۰۳ 6(3)< 1 
وعليه فان الاقتران ق متصل على الفترة [1 » ۵ ]. 


إذا کان ق(س) = |۰۱ - س | » فابحث في اتصال الاقتران ق على الفترة[ ۰۰۱ TT‏ 


0۳۳ 


س' -- س - ۳۰ ٦٦‏ 
٦‏ ی سس 6 جن 
اس - ۷ ] 
¢ س > 1 
ب س > س < 1 
متصلا على ح » فجد قيمة كلّ من الثابتين أ» ب . 
اخل 


ما أن الاقتران ه متصل على ح إذن فهو متصل عند کل نقطة في ح . 


وعليه: ہت ق(س) < ق(۲) 


۵ ۳۰۰ 
ےا عطلحل سے ١٠‏ 
سس ۳ | س ۰ ]| 


۱ (سحت) (س _)٤٥٢‏ 
سے٣‏ أ س( 0 
١١‏ 

سح ومنهأ- ١١‏ 
وكذلك امار 9( 


نهاب س = ق(٦)‏ 
سه 


٠١ ب‎ ×٦ 
۱ 
وم پت ي‎ 
٠ .نت‎ 85 
وو جنر 4 ا کے س کے‎ 
عازن‎ 
إذاکان ع(س)- ۲ رت‎ 
12 س‎ < ٠ 2 ب (؟لس)‎ 


متصلا على الفترة [-موء 7]» فجد قيمة کل من الثابتين أ » ب 


۷ 





ا 9 ¢ -۲ > س <۱ 
)١‏ اذا کان ق(س) = 

مس 3 
فابحث في اتصال الاقتران ق على الفترة [-۰۲ ۲ ]. 


.]۸ إذا كان ل(س) = | ۲س - ۱۰ |» فابحث في اتصال الاقتران ل على الفترة[-۰۱۰‎ ٢ 


٣ے‏ 
e‏ س < ۳ 
EOE‏ اب 
۵ + س 1 س > ۳ 


فابحث في اتصال الاقتران ع على ح. 


- إذا کان ل(س)‎ )٤ 


فابحث فی اتصال الاقتران ل على مجاله. 


۳< س‎ 4 ٥ 
4 < إذا كان ع(س) - [س] + ه > لحاس‎ )٥ 
٣ سح‎ 3 4 


فابحث في اتصال الاقتران ع على الفترة [۰۳ 4]. 


1۸ 


س + ١‏ ۵ يدم 
5) ذا كان ق(س) > [۰,۲۵ س + ۲] 4 ۳<س < * 
٩۱‏ - س| > سا 


فابحث في اتصال الاقتران ق على الفترة [20 5 ]. 


س٢‏ 
۷ ا کان الاقتران ع(س) = یص- ٢‏ 
۵ + س 4 س = ۲ 
متصلا على ح» فجد قيمة الثابت ه. 
۲٢٦س‏ 4 س <۲ 
زه ۰ ٤< < ۲ 4 =F‏ 
۸ إذا کان ع(س) = ا 9 
لش 5 < 
۹ے ۳ ب 0+016 
س 
فابحث في اتصال الاقتران ع لجميع قيم س الحقيقية. 


۱ = ا کاب ق(س)‎ )٩ 
٢< سن ز راس > .<ےس‎ 
٥ 


فابحث في اتصال الاقتران ق على الفترة [-۱ء ۲]. 
+٦ ۱‏ وير ۴۔٢‏ 
ؤ7-2 كان لز عع ھ٠‏ لے 
ان و عدم 

الأعداد الحقيقية ح ؟ 


؛ فما قيم أ التي تجعل الاقتران ل متصلا على مجموعة 


۹ 


00000 اسلاوح 


)١‏ معتمدًا الشکل(۳۰-۱)ء الذي بمثل منحنى الاقتران عءجد كلا ما يأني: 


أ ) نهباع(س) E‏ 


© 


7ء 


ج) نهاع(س) و 
سب ۳ ۷ 7 + 7 ٢‏ 25 
م 


)8.-1١( الشکل‎ 


د) نهپاع(س) 


ھ) بحموعة قیم أ حيث نهاع(س) غير مو حودة. 


۲) ذا كانت نهاق(س) <- +ع ۳(3) - ۰ . فجد قیمة: 
سے ۲ 


۲۵ س+ ١‏ )-س +۲) 


سے ۱ 


السك > ۳ 
4 بو 
: ] اس- ۳ 
۳) إذا كان ق(س)ع- 
جس" اع 4 س < ۳ 


وکانت نها ق(س) موجودة » فما قيمة الثابت ج؟ 
سے ٣‏ 


س۱ ۱۳۵۱ )نس | 
رذحا 


> فجد قيمة الثابت أ التى تحعل 


= إذا كان ق(س)‎ )٤ 


ہے ان ل 
سے 








| ٥ س-‎ ٤ - اس‎ 


ا 3 
س 


= إذا کان ق(س)‎ )٥ 
أجتا س +ه .۰ س<ه‎ 


وکانت نها ق(س) موجودة » فجد قيمة الثابت أ. 


جا كلذ من النهایات اة 





1 سم ری جج شن 
سے ۰ ۱- جتا ١س‏ سے ۰ ٣س‏ 
۲سا ES O Sg‏ 
بح كت ( ص ا ع 
ہے١‏ سا لأس ٠۶‏ شورس ۲ ١‏ 

۱ ۰ھ 
0٣‏ و ۳ و 222ھ 
و ری رت صا و ۰۵ ۱۱ 
رن 1 + جا ٢‏ . حتاس - ۳ جا 
سے س2 طس E‏ ۲ 3 
سے ٠‏ ٣س‏ سے 1 س -70 
١‏ 1 
وی قااس ۱ 77 2 سس 
سے ٠‏ س٢‏ 5 هی ھ 
اک ۰ ۱ جتا ٣س‏ - جتا هس 
) تهب ۲ س۲ 
؟ دحا 
۷ گالت ھا ا E‏ » فجد قيمة الثابت ب. 


۷۱ 


اس" ۳ 
ا ساسح ع ۲ 
۲ 5 ئن 


۸ ) إذا کان ق(س) = 


فابحث فی اتصال الاقتران ق عند س< ۲ 
ا 4 ۱ <س<۳ 
۹ ) إذا کا ن ع(س) = 
[ ,۰0س + ؟] ¢ < س:<؟ 


فابحث في اتصال الاقتران ع عند س= ۳ 


۰) إذا کان ل(س) = ۷۲ ۳۳ 
٦س‏ - [س] از ی 
۱ 


فابحث في اتصال الاقتران ل عند س < ے- 


۱)ابحث في اتصال الاقتران ع(س) = ۷ [س] + س على الفترة (۱» ۲]. 


س" »> س < ۱ 


5 إذا كان ه(س) = 
كس راس د » س > ۱ 


فابحث في اتصال الاقتران ه لجميع قيم س الحقيقية. 


۷۲ 





- 
عو ۳ ) -٣ھس‏ تا 


۳ إذاكان ق(س) ده س ۱۷ 
س[س | 4 2۱۲ س ١‏ 


فابحث فی اتصال الاقتران ق على الفترة [-۰۲ ۱). 


-- بن ١2‏ ۱ 
)ذا کان ہی 3 ه (س) = [س] 3 فابحث في اتصال الاقتران 


ل مرها 0ر1 ٢‏ 


)٥‏ يتكون هذا السوال من (۱۰) فقرات كل فقرة لها أربعة بدائل مختلفة» واحد منها فقط 


صحیحء ضع داثرة حول رمز البديل الصحيح في ما يأتي: 
)١(‏ إذاكانت ن ھا ق(س) < 4 ء ق(۳)< ۰1 فما قيمة نهبا (ق۲ (۲س+۱) - س+۷)؟ 


أ( ۱۷ ب) ۱۳ ج) ۲۰ د) ۳۷ 


(۲) إذا كان ق اقترانا متصلاعند س ٤=‏ ء وکان ۳ق(4)-1» و کانت ناق(س) <عب» 
سے +٤‏ 


فان قيمة الثابت ب تساوي: 





۲" ۱ 
ہچ ب) ٢‏ ج) م د) -" 
7 ۳ 7 7 
(۲) اذا كان ق اقترانٌ كثير حدود » وکانت ٹہ ا دم ون نيبت ف سا 
١‏ سے ۲ سی سے ۲ سس 
ساوي: 
أ) ۹ ب) ۱۸ ج) ٦‏ د) ۳۲ 


۷۳ 


)٤(‏ معتمدًا الشکل(۳۱-۱) الذي عثل منحنی الاقتران ق المعرّف على مجموعة الأعداد 
اخقيقية حو فان حمو عة قیم أ حیت نهساق(س) < صفر اه : 
يعية ح» فإ حموعة فيم حیث نهاق(س) صمرا هي 





۱ ق(س) 
ےآ 
ب) [ 1۰ 
ج) ( ۰ ۲ 1 وک 
eds‏ 
الشكل )۳١-٣(‏ 
سا . ۲ 
)٥(‏ نها ساوي: 
سے -۲ ده کر 
أ ) -۱ ب) صفر ج) -۲ د) ۳ 
٦‏ ۱۸ 1 
کے ےج تساوي: 
سی لسن سكاس 
أ) ب ب) ۲ ج) ۳ د) 4 


(۷) اذا كان ق اق قترانًا متصلا عند مر = ١‏ ء وكان ق(١)‏ = ٤‏ ء فان 


ورگ 
را 7 ق(س)) تساوي: 


ب) ۱ ج) ٥‏ د )غير موجودة 


سے ۱+ 


أ( م 


۷ 


زان معتمذا الشکل (۳۲-۱) الذي ئل 
منحنی الاقتران ق العرف على ح» 


ما مجموعة قيم أ التي تجعل ا 
نهاق(س) غير موحوده؟ 5 ۹ ۲ 


سے ا 
الشکل (۳۲-۱) 


ITA fF ] £ ب‎ ra“ ۰ ( )[ 


)٩ (‏ اذا کان ل(س)- 


شرت 
۲ 
آس۲ + ۱ 4 س > آل 


إن قيمة أ التي تحعل الاقتران ل متصلاعند س- ك هي: 


أ( م ب) صفر بی) ٤=‏ د) > 
۳ 3 س = ۱ 
(۰) إذا كان ق(س)- [س ] <١ ot‏ س < ٢‏ 
٤‏ 4 س = ۲ 
فإِنَّ الاقتران ق متصل على الفترة: 


أ) [۱ ۲ ] ب) (۰۱ ۲) ج) [۰۱ ۲) 9 


Vo 





الو حدة الثانية 


التفاضل 


Differentiation 
تتضمن بعض الظواهر في حياتنا تغيرًا في كمياتها أو قياساتها بالنسبة لمتغير آخره مثل سرعة‎ 
صارو خ بالنسبة للزمن» أو قيمة العملة بالنسبة لعملة آخری» أو حجم بالون كروي بالنسبة لطول‎ 
نصف قطره ء ... إلخ» يستخدم علم التفاضل في دراسة مثل هذه التغيرات.‎ 
تطور علم التفاضل عبر دراسة ثلاث مسائل رئيسة هي:‎ 
مسألة المماس و مسألة السرعة و مسألة القيم القصوى (الكبرى والصغرى).‎ 
و سنقدم في هذه الوحدة مفهوم المشتقة وقواعد إيجادها.‎ 


كن 
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العاجات ۳ 


س نجد معدل التغیر في فترة محددة. 

« تفسر مفهوم معدل التغیر هندسيًاء وفیزیانیا. 

ه تتعرف المشتقة الأولى لاقتران عند نقطة وتفسرها هندسیٌا وفیزیائیٌ. 

ه تحد المشتقة الأولى لاقتران عند نقطة باستخدام التعریف» وبصورتها العامة . 

« تبحث في قابلية اشتقاق اقتران على فترة. 

س تفسر العلاقة بين اتصال اقتران عند نقطة وقابلية اشتقاقه عند هذه النقطة. 

ه تدرس قابلية اقتران للاشتقاق عند نقطة معينة مستعینا بالاتصال» وتفسر ا حالات التي یکون فیها الاقتران 
غير قابل للاشتقاق عند نقطة. 


معدل التغیر 
(۹۱٢ 0۶ 6‏ 


عند رمي حجر في بركة ماء راكدة تتکون داثرة یزداد طول قطرها.عرور الزمن . ما معدل 
الزيادة في مساحة الداثرة عندما یزداد طول قطرها من ۸ سم إلى ۰ سم؟ 





یستعمل معدل التغیر في بحالات كثيرة» مثل: دراسة تزاید عدد السکان ومعدلات الانتاج 
ومعدلات تدفق الیاه» والسرعة والتسار ع.وتشکل دراسة حركة جسيم يتحرك على خط مستقیم 
(أفقي أو عمودي) وميل القاطع الواصل بين نقطتين على منحنى اقتران مسألتين مهمتین في 
استخدامات معدل التغير. 


۷۸ 














إذا تغیرت قيمة متغیر منل س من س إلى س, فان مقدار التغیر في س هو س,- س » وسترمز 
للتغیر في س بالرمز ۵س ( ویقرا دلتا س ). 


0۳2 
جد ۸س إذا تغترت س من ۲,۳ إلى ۲,۵ 
الحل 
۵ س = س س 2۲۱۳-۲۵ ٢ی‏ 
جد ۸ س في ا حالات ات 

٠ھ‏ دخ دو 


"۷۶۶۹ ۹۶۹۹٥١ ۹ +۹٥٣٦ 


0 تعریف 9 
مقدار التغیر في الاقتران 
إذا كان ص = ق(س) اقترانًا معرفا على الفترة[ أ ء ب ] وتغيرت س من س, إلى س, 
فإنّ ص ستتغیر تبعًا لذلك من قيمة ص, إلى قيمة ص,» حيث ص, = ق(س,)» 
کن ق(س,). 
يرمز لقدار التغیر في قيمة الاقتران ق بالرمز 
۵ ص < ص -ص > ق(س) - ق(س )= ۸ ق(س) 


إذا کان ص = ق(س) ‏ س۲- ٤س‏ + ۱ء فجد مقدار التغیر فی الاقتران ق فى ا حالات الآنية : 
1ذ تغیرت س‌ من ۱ لی ۳ 


۱ إذا تغیرت س من س دن إلى س,<ن-‎ ٢ 


۷۹ 


اخل 
۱ ۸ص دص - ص, 
قر FEST ۱۳۴۲ EO‏ 


(- ۲ )-(-۲ )= صفرًا 


۲ ۵ ص رنت یت ق(ن) 
( (ن = ٤-۲۹١‏ (ن-۱)+۱)-(ن۲- عن + )١‏ 
دن" -۲ن + ون +£ + 1ن ٤+‏ ن- ٥-١‏ -۲ن 


تعریف ۶ 
م 


اذا کان 52> و( ) € < س, فان المقدار 8-1 


یسمی معدل التغیر في ص عندما تتغير 





س من س, [لی س, حیث: ۱ 
ل ص _ نت لاس تام 


۸ س تبي ك "" سكاس 


کت ری ی اس 


إذا کان ق(س) = س" - س » فجد معدل التغیر في الاقتران ق عندما تتغیر س من ۱ إلى ۲ 


إذا كان ص = ق(س) = ٥‏ - س"» جد معدل التغیر في الاقتران ق إذا تغیرت س من ۲ إلى ۲,۱ . 


7 
إذا كان ق(س) = | ٢س‏ - | » فجد معدل التغير في الاقتران ق في الفترة [۱ ۰ 6]. 
الحل 

س - 1٦‏ > س > ۳ 


ق(س ) - ۱ ٤=‏ 
ق(س ) 5 س > س < ۳ اص ا یس 


ی ۱ : Ty‏ 
ا nl‏ ۱ فجد معدل التغیر في الاقتران ق في الفترة[ ۳ ]. 


التفسیر الهندسي لعدل التغير 
مثل الشکل (۲- ۱) منحنی الاقتران ق. 
النقطتان آ(س,» ص ) » ب(س,» ص ) 





و اقعتان علیه. 
یسمی الستقیم الواصل بين النقطتين أ ء ب قاطعًا 
لمنحنى الاقتران ق. 7 
الشکل (۱-۲) 
عه ص,-ص, ‏ ا و لے ہہ 
۳۷ ۳ تعریف ميل الستقیم إذا غلمت نقطتان عليه 


RE‏ 00 العلاقة بين ميل الستقیم وزاوية میله 
حيث ھ زاوية ميل أب (وهي الزاوية الحصورة بين أب والانحاه الوحب لمحور السينات). 
أي آن: 
ميل القاطع = معدل التغير = ظا ه 
جد ميل القاطع الواصل بين النقطتين (۲ ۰ ق(۲)) ء(٥‏ » ق(0) ) الواقعتين على منحنى الاقتران 
ق حیث ق (س) د سے ٣س‏ 
الحل 
ميل القاطع = معدل تغير الاقتران ق في الفترة[۲ » ]٥‏ 
نر0 > را ا 


۵ ۲ ۳ و دج وت 


۸۱ 


۸۲ 


تدریب ٤‏ 
إذا كان القاطع الا بالنقطتین (۱ ۰ ق(۰))۱ (” » ق(۳)) يصنع زاوية قياسها ۱۳۰ مع 
الاتحاه ا لمو جب لحور السینات» فجد معدل تغير الاقتران ق فى الفترة [۳۰۱]. 


التفسیر الفيزيائي لعدل التغير 

في دراسة حر كة جسيم يتحرك على خط مستقيم أفقي أو عمودي غالبًا ما يستخدم حور أفقي 
مع نقطة أصل عليه بو صفه نموذجا للمستقيم الذي يتحرك عليه الجسيم. في هذه الحالة يعتبر التحرك 
في الانحاه الو جب إذا كان من الیسار إلى اليمين» وفي الا تجاه السالب إذا كان من اليمين إلى اليسار. 
على فرض أن جُسيمًا یتحرك على خط مستقيم بحيث كان موقعه من نقطة الأصل في أية الحظة ن 
معرفا بالقاعدة ف (ن): ٤1‏ 0 یت مرت انی یتفر من ارم ف(ن ) 
إلى الموقع ف(ن,) .إذا قطع المسيم خلال الفترة الزمنية [ن, » ن.] مسافة ۸ ف فإ النسبة : 
۸ ف _ ف(ن)- ف(ن) _ فك هنک فف , من 


د لت ھن 


۲ د‎ ٦ 2 ۰ 5" مین ها‎ Sr 
السرعة التو سطة للج يم في الفترة الزمنية [ن » ن ] ویرمز لھا بالرمز ع » أي أن ع = ہن‎ 


السرعة التوسطة (ع) لجسيم يتحرك على خط مستقیم في الفترة الزمنية [ن » ن,] هي معدل 
التغيرفي اقتران السافة ف(ن) وبالرموز: 


٣۷۶‏ وب ۵۰۰۰۰۱۹9 رن 
کے = 2 تتح ا مع کے ب رق € ن 


"2٦‏ ۸ن 
...ےت = ن٢-‏ ن حيث ن الزمن بالثوانی » 
ف(ن) المسافة بالأمتار » أجب عن السؤالين لاف 
۱) هل سرعة اسيم ثابتة آم متغيرة © یژر إتحايداك. 
۲) احسب السرعة المتوسطة للجسیم في الفترة الزمنية [٢ء ]٥‏ . 








ال 
۱) السافة القطوعة بین ن -۱ ۰ -؟ :هي ف(۲) - ف(۱) ۲-۰-۲ م 

السافة القطوعة بین ن =۲ » ن =۳ : هي ف(۳) - ف(۲) ٩=‏ - 7 - 4 م 

السرعة متغيرة؛ ان المسافة القطوعةفی الفترة الزمنية [ ۰۱ ۲ ] تختلف عنهافی الفترة الزمنية [ ۰۲ ۳] 

ے_ ۸ف ف(ه) -ف(۲) .۰ ۲-۲۰ 
کر رد جس 


یتحرك جسيم على خط مستقیم حسب العلاقة ف(ن) ٣٣‏ ن٢‏ - ٤ن‏ + ۲۰؛ حيث ف بعد 
الجسيم بالأمتار عن نقطة ثابتة (و) ء ن الزمن بالثوانی » احسب السرعة التوسطة للجسيم في 
الفترة الزمنية [۱ ۰ ]. 


= ات 





مال را 


إذا کان معدل التغير في الاقتران ق في الفترة ١[‏ ۰۰ ] يساوي ۱۲ وكان 
ه (س) = ۲س - ۲ ق(س) » فجد معدل التغير في الاقتران ه في الفترة .]١ ۰ ١[‏ 


الحل 
ق(٦)‏ - ق(۱ 
ق( ۱ ۴ ٥(0‏ يرون ماذا؟ 
ذه | ه(1) < ھ(١)‏ (ہیں-۔ فرم)۔( ہس - وفرم) 
۵ س امل 0 
| 0۱۵۲۲ اد ضیرم ۲:۷۲ ۷ 3 - ق(۱) ( 
٥ ٥‏ 
١‏ 
دحت E‏ 
تدریب > 


إذا كان معدل التغير فى الاقتران ق فی الفترة | ]٤ » ١‏ يساوي 5 » وكان 
ه (س) ٣‏ س - ق(س) + ۲ ۰ فجد معدل التغیر في الاقتران ه في الفترة ١[‏ » 4 ]. 


AY 


سے تمارین ومسائل 


۸ 


١)إذا‏ كان ق(س) = س"۲- س » فجد مقدار التغیر فی قيمة الاقتران ق إذا تغیرت س من : 
ان ۶ ب) س =۲ إلى س < ۲ + اه 


؟) إذا کان ق(س)<س۲ - ۳ء فجد معدل التغیر فی الاقتران ق عندما تتغیر س من )١(‏ إلى (۱ +ه). 
سس ني سمخ 


۳) تحرك جسيم في الستوی الإحداثي على خط مستقیم من النقطة أ (س ء ص) إلى النقطة 


ب ( ٢‏ ۶۵ كانت ۸س = اڈ ص کاو فجد |حدائيي النقطة أ. 


)٤‏ صفيحة معدنية مربعة الشكل تتمدد باحرارة محافظة على شكلهاء إذا زاد طول ضلعها من 
“سم إلى ۱ب" سم فجد معدل تغير مساحة الصفيحة بالنسبة إلى طول ضلعها. 


)٥‏ إذا كان معدل التغير في الاقتران ق على الفترة [ ١-‏ » ۲] يساوي ٥‏ » فجد معدل التغير في 
الاقتران ه(س) = ٤‏ س۲- ۳ق(س) على الفترة نفسها . 

)٦‏ قذف جسم رأسيًا للأعلى بحيث يكون بُعدہ (ف) بالأمتار عن سطح الأرض بعد (ن) ثانية 
معطىّ بالعلاقة ف(ن) = ٦٦ن‏ - هن" جد: 
أ ) السرعة المتوسطة للجسم في الفترة الزمنیة [۲ » .]٥‏ 
ب) السرعة المتوسطة للجسم بدلالة ۸ ن ؛ إذا تغيرت ن من صفر إلى ۸ ن. 


۷ إذا كان معدل التغير في الاقتران ق على الفترة [ ١‏ » 5 ] يساوي ۳ » وكان ق(۱) + ق(4) = ۲» 
فجد معدل التغير في الاقتران ھ(س) = ق"(س) على الفترة [۱ ET‏ 


۸) إذا كان معدل التغير فی الاقتران ق على الفترة [۲ ۰ 0] يساوي ۷ء و کان معدل تغیره على 
الفترة [ه » ]٩‏ يساوي ١۱ء‏ فجد معدل التغير في الاقتران ق على الفترة [۲ ۰ ۹]. 


٩‏ ) إذا کان القاطع المارٌ بالنقطتین (۱ ۰ ق(١))‏ ء (۲ ۰ 4) الواقعتین على منحنی الاقتران ق 
اد 


یصنع زاوية قیاسها لا" مع الابحاه ا مو جب لمحور السینات» فجد ق(۱). 


أبن ] ے و 
٠‏ )إذا کان ق(س ) = 
اد | یڑ ے SuSE‏ 


فجد معدل التغير فی الاقتران ق عندما تتغیر س من ١‏ إلى > . 


۱) إذا کان ق(س) =( س" + س) » وكان مقدار التغير في قيمة الاقتران ق عندما تتغیر س 


من ١‏ إلى س, يساوي ( - ل ) » فجد قيمة س, حيث س, ٠>‏ 
۲) يشل الشكل (۲-۲) منحنی الاقتران ق على الفترة [ ۰۱ 5 ] . 


جد ميل العمودي على القاطع ی 





Ao 


۸٦ 


المشتقة الأولى 


First Derivative 








إذا کان ص = أس + بء فجد نها ^ 


حدد علاقة هذه | هذاا 
نیس ده و د علاقة هذه النهایة.عیل لستقیم. 

تعلمت سابقًا معدل التغیر لاقتران معطیٌ وتفسیره الهندسي والفيزيائي. في هذا الدرس سوف 
تستخدم النهايات ومعدل التغير لإيجاد المشتقة ق ق للاقتران ق » وسيظهر لك أن ق (س.) تمثل 
ميل المماس لمنحنى ص = ق(س) عند النقطة ( س » ق(س,)) ء وإذا كان ص = ق(ن) يمثل اقتران 
مسافة لجسم يتحرك على خط مستقيم فإن ق (ن,) يصف السرعة اللحظية للجسم عند الزمن ن . 


ق (س) 






(ص٤‎ 





في الشکل (۳-۲) إذا تح ركت النقطة ب على ب( 
منحنی الاقتران ق مقتربة من النقطة أء فإنك تلاحظ 
آن س, تقترب من سء وأ ہس تصغر شيمًا فشیتاه 
ونیا لاللك اد القاطع ( أب ) أشكالا مختلفة 

۴1٦ھ‏ ۳ ون اس ٤ص‏ ) 


أب » أب » أب »....وتتغیر ۸ ص. ْ وھ لآ صر اس 


الشکل (۳-۲) 


عندما تؤول ۸ س إلى الصفر (أي تقترب إلى القيمة صفر) یوول القاطع (أ ب) إلى مماس 
لمنحنى الاقتران ق عند النقطة أ (تنطبق ب على أ )» أي يؤول ميل القاطع إلى ميل الما عند 
النقطة أ(س, > ص,). في هذه ا حالة يصبح ميل المماس لمنحنى ق عند النقطة أ (س, ؛ ص) 


يساوي نها شلد إن وُجدت. 
كان 


۸ ہے 





صني اقا ان تمس كلك معدن التغیر في ص بالنسبة إلى س أو الشتقة الأولى للاقتران ق عند 
سے ۰ 


النقطة (س ء ق(س)) ويُرمز لها بأحد الرموز الاتية: 


ہے ع ۳ 0 دص 
ن رس ) او ص | او وس ۱ 
سک ی س = را 


و وه ے ق -ق ق(س +۸ س )-ق(س ) 
اي أنَّ ق(س) - : ١‏ ق(س,) (س,) _ . س س س٠‏ 
سب ےس او یس ۸ سے ۰ ۵۸س 





إذا كان ص = ق(س) اقترانا معرّفا على فترة مفتوحة تحتوي س ؛ وكانت 


ق(س, + ه) - ق(س) 6 : 
۰ 93 رو را OD‏ 
E‏ 
و ۶ وص 
ويرمز لها بالرمز ق رس ) أو وس 
س ےس 


ويكون ق (س,) هو ميل الماس لمنحنى ق عند س,. 


لاحظ أنه تم استخدام ه بدلا من ۸ س للتبسيط . 

إذا كانت النهاية موجودة نقول إن ق قابل للاشتقاق عند س » أو يوجد لمنحنى الاقتران ق مماس 
عند سن + 
أما إذا كانت النهاية غير موجودة فنقول إن ق (س ) غير موجودة أي إن ق غير قابل للاشتقاق 


عند س,. 


۸۷ 


۸۸ 


JE 


إذا كان ق(س) = س" +۳ فجدء ق (۱). 


الحل 
1 ۱ ق(۱+ه) - ق(١)‏ _. (١+ی)'+۳۴)ے-ر‏ 
کے ۱ ۱ ۵ ( ( دق ھت 
ہے ه 8ك ه 
۲٩۸ ۱‏ جرد هرآ +۳4 4 ۱ ٢ھ‏ + هت ر ھ( ۲+ه) 
سا ھ سس ھ ٩‏ نهر ھ 3 


لاحظ أن )١1(3‏ = ۲ تمثل ميل الماس لمنحنى الاقتران ق عند النقطة (١ء‏ 4). 


ان د نوز تہے: ۳۵۶۰۱۵ > . 


٦ھ‏ 
الحل 


یفرض أن ٤ھ‏ = م ےھ 


٤ 
. > عندماھ > , فانم‎ 

ق(٤+٦ھ)‏ - ق(٢)‏ _ . ق(۳۲) - ق(۲) 

ه ے * ٦ھ‏ 1 ۱ 


8 
اف 


۳۳ ق(۲+م) - ق(۲) 
> 1 

٦-۹ × ۲ س‎ 

| امہ مم 


.)۱ -( ذا کان ق(س) = س” + ٢س ء فجد ق‎ )١ 


1گ 8000+ ه٥هَٴ‏ ۰۶ 
و ۲ 


فی تعریف الشتقة إذا استخدمت الرمز س بدلا من الرمز س + ه (أي أن س= س + ه) فان 
دو 3 
وان س -> س عندما ه -> ٠‏ ویکون 
بر بے ےہ ۲ 7 
ق (س) = 5 ق(س+ھ) - ق(س) ہے رر ق(س) <قرس) 
7 سو س یس 


وعليه؛ بمكن التوصل إلى الصورة الآنية لشتقة ق عند س : 


وت سس 
ES‏ 
إذا کان ق(س) = اس + ١‏ ء فجد ق (۳). 
الخل 
)= نها ۔ می ییات 


با ۱ ۽ ا ١‏ 5 وس | س + ١-ع‏ 


دعس بی ہی ۳29 1 و 77 Og)‏ اس ۱+ ۲) 
۱ 


۱ 
ےم راس ۲+۱۲ 6 


تدريب ۲ 


4 


, ۱ ۰ 1 5 
اذا کان ار ا تک 0 عند س = ۲ 


0 


إذا كان ق(س) = | س-۱| فجد ق(س) عند كل من القيم الآنية 
١س‏ < ۳ ۲٢‏ تر تج 


۸۹ 


۱ 

حل س - ۱ 4 س > ۱ ۱ 

ق(س) < | سس ۱| > ماذا؟ 
۱ س »> سم ۱ 


0 | )ر یر سن ۲-۱ _ 
f - 3 9‏ س - ۳ سے٣‏ س ١ ٣‏ 


ق(س) - قا() _ بے ١سا‏ 
ن چیہ سن س >. سس 





لیکن الاقتران ق معرّفا عند سح 
۳ ا 
١)إذا‏ كانت ق( )= فک ات را 


س ےا" س لأ 

الأولى للاقتران ق من اليمين عند س = أ . 
رد لئ تس اس کر رت زر (1) تسمی الشتقة 

الاولی للاقتران ق من الیسار عند س ح٤‏ . 
٦‏ کات ق  )۱(‏ ق,( ۱ 9 ۱۰۷۷ در 


فان ق (]) غیر موجحودة و ق(س) غیر قابل للاشتقاق عند س -. 
ORY‏ 


اذا کان ق(س) 


نآ > سک۳ 

۳ < س‎ 1 ٩ - س٦‎ 

فابحث في قابلية الاقتران ق للاشتقاق عند س = ۳ . 

احل 

ہے ہبہ سی و ہب ل 
دبي لاہ نكا و ا 


س سه 2۳ س - ۳ س ہے٣‏ س - ۳ 
7 ۱ ٦س )٣-‏ ے ٦‏ 
سے س- ۳٣‏ 


۲ : ق۳ ۲ 
)نیا قرس) - ق( ؟) يد ۱ 
وحور ا نچ گ ۵ ۲ 


ہے gg OTO‏ ۳ 
س ےم س-۳ اس تم ۳۹ = 


ما أن  )۳(-3‏ ق (۳) = ٦‏ 
.. ق (۳) = » أي أن الاقتران ق قابل للاشتقاق عند س = ۳ 
تدریب ۳ 
س ا 5 N‏ رس ۳ 
إذا کان كان ق(س) = 
٦ژ‏ ۱ و ٦‏ ه 
جد ۰۱-8 ق (۱) ان وجحدت. 
في کثیر من الأحيان تحتاج دراسة مشتقة الاقتران عند أي نقطة في مجاله ء أي دراسة الشتقة 


الأولى كاقتران في س. لإيجاد هذا الافتران ء ضع الرمز س بدلا من الرمز س, في تعريف المشتقة. 


TT e 


ھ کے ھ 
وإذا استبدلت ع د( س +ه)ء أي أن ع = س + ه فان ه = ع - س . 
عندما ه -> . فإِنَّ ع -> س . تصبح المعادلة (۱) على الصورة الآنية: 
و تعميم 





sS‏ الل ےت 
ع ےس 2 


بعکنك إيجاد ق (س) باستخدام إحدى الصورتين )١(‏ ء (۲). 

ج تعميم 
|ذا كان الاقتران ق معر‌فا علی الفترة [» OE‏ موحودتین؛ لأن ق 
غير معرّف على يسار العدد أء وغیر معرّف على ین العدد ب. 





۹۱ 





۹۲ 


منال ٦(‏ 
إذا کان ق(س) = ١‏ - س" ء س 3 [۰۱ 4] » فجد كلا ما يأتي: 

ہے ہے کے 1 
(١‏ ق (س) ٢‏ ق (۲) ۳ ق( 
احل 


3(س) - نبا a‏ ۸۳۹۳ سر راہ ۱ ) 


مهم هه سح م هو 


كر كوه + 


۱ اس" -۲س ھ -ھ' + س" م (-۲س -ه) 
ے اج ھتہ سح جرب ہے جج 


جس 
و ق(س) = - ٢س‏ لجميع قیم س ۰۱(3 )٤‏ 
0۲ ۳(3) <- ۳۰۲ < - ۷ 

و بے سم 

یمکن إيجاد ق (س) ء س 3 (۰۱ 4) في الفرع (۱) بالطريقة الائية : 


بر نهسا قذ(ع)> )ر ۹۰ع - ناهن 
ع ےس اع داس ع ےس ی 


ا یں الست لس 
يیےس ع<س ع ےس ك2 کن 


س٦٢‎ - 


e) 
۷) مثال‎ 
إذا كان ل(س) کس ا س۲+س» س 3ح فجد ق(س) با ستخدام تعریف الشتقة.‎ 
الحل‎ 


ےو 00ھ ق تر 1 لبن 0 
ع ےس اع ع ن ع ےس جح س 


هسنا ب ترامسا د 
اع داس ع یں ع س 


ع سس ع ےس ع ےس 


هی كح دس)نة ا سا سول 7سا( کا یه 
جع حوس # عدب ع ےس وت 


2 ۳ س۲-۲س +۱ 


٤ تذدریب‎ 


هه 


إذا كان ق(س) = سج فجد ق(س) باستخدام تعريف المشتقة. 


DE 


ابت آ0 معدل تغیر مساج الداثرة بالسبة إلى طول نصف قطرها (عند آي قیمة) بساوي 
حيط الدائرة. 
البرهان 
معدل تغیر اقتران عند نقطة هو مشتقة الاقتران عند تلك النقطة» كما تعلمت في بداية هذا الدرس. 
بفرض أن طول نصف قطر الداثرة س و الساحة م » فتکون م(س) = 77 س". 
و الطلوب إثبات أن م (س) = ۲۲س 
ہے ۰۱ م۲۳ سک 
ايد با گے : 
مین اه تن کي 


0 7( ع۳ - اج 66 -س)(ع حامس 
9 عدن وج ج سس 


ے 


- نهییا(ع +س) - 7۲س وحدة طول. 


صفيحة معدنية مربعة الشکل تتمدد بانتظام محافظة على شکلها. جد معدل التغیر فی مساحة 
هذه الصفيحة بالنسبة إلى طولهاء عندما یکون طولها ۲۰ سم. 


۹۳ 


0 
اذا كان ق او قترانًا قابله للاشتقاق» فأثبت أنَّ: 


١ 5‏ ق(س ۲ ۲ه) - قوس ۲ه) _ 4 3(س) 


ه 


البرهان 
بطرح وإضافة ق(س) في البسط 


ق(س تع - یس ہد ا ق(س ۲ ۲ه)- ق(س) کوس فزن ھا 


ھ ےم ھ ے, 


ه هم 


- نهب قاس * ۲) فا ې نب اف ق(س) - ق(س - "ه) 


مه ه 
0 ...ےت 
عرص سرب عي م و احاح وہ م 35 
وآن ل ے ۰ عندماه ے , وأنو->. عندماھ > . 


0 ق(س + ل) - ق(س) 5 ها ق(س) - ق(س + و) 
لے . ل و 


7 ۲ 


5 ا ةذه 5 سل ۔ے ‏ فف 
کے قار ٣‏ فسا ري ہے فرس 7 وا اران) 
۰ وه و 


= ٢ق‏ (س) + ٢‏ (س) = ٤‏ ق (س) 
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موم تمارین ومسائل 


۱) استخدم تعریف الشتقة لایجاد الشتقة الأولى لکل من الاقترانات الاتية عند قيمة (قیم) س 
المبينة إزاء كل متھا: 
أ)ق(س)-م- هس » س < ۳ 


۲ 


ب) م(س) = س" + س ¢ سر =| 


جال( س )کر م ت ۹ع کیتش ۵ج سی که 





ایس ۰ <س ۳2 
دس l=‏ ەس - ۹ ”٠‏ < س ٦<‏ 
عيدو کی کی کے 
ه) ك(س) =| س"۲- |٤‏ وس 0 اس ۲۰5 
٢س‏ 
و) ص سدم ها 


)جحد جيك لكل من الاقترانات الكثية سا تعريق المققة: 


5 4 ۱ 
| ( نو كين ہے یک ص > 1س - 1 ۰ س>۳ 
ج) ص = س" د ) ص = ]اس 


۳) إذا کان ق اقترانًا قابلا للاشتقاق» فأثبت أنْ: 
ء۶ ۱ ق(س+ھ) - ق(س-ھ) 
أ )نها سب سس اق(س) 


e‏ س = ق(س) -س ق(س) 


٩ ۵ 


۹٦ 


ج) نپا ۳ع ق()) - ۲سصق(؟ _ ۳ق(س) + ٣س‏ ق(س) 
جع > عن بسن 
7 ۱ ق١ه‏ - ۲ه ق(٥‏ + 5ه 
٤‏ ) إذا کان 3(ه) = ٦‏ فجد نها 1 فلت : 
7 هم > ۽ و 
٥‏ إذا كان ق(س) -(س- أ) ل(س) ء حيث ل(س) اقتران متصل عند س = أ ء أ ثابت» فبینْ 
باستخدام تعريف المشتقة أن ق(1) = ل(أ) . 


)٦‏ أنبوب من المعدن أسطواني الشكل يزيد ارتفاعه عن طول نصف قطر قاعدته.عقدار وحدتين» 
و ارب ا ف1 بل انها على که يك ال ہے راب 
بالنسبة إلى طول نصف قطر قاعدته؛ عندما يكون طول نصف قطر قاعدته ٦‏ سم . 


حيث: ه عدد حقيقى يقترب من الصفر؛ فجد ق (-۲). 


)ا مکعب معدني بتمدد بانتظام غاا عاق شکله جد معلل کر حجم الکعب بالنسبة إلى 
طول ضلعه» عندما یکون طول ضلعه وحدئي طول. 


۹ آثبت أن معدل تغیر حجم الكرة بالنسبة إلى طول نصف قطرها (عند أية قیمة)ء يساوي 


۱۱۳-۷۷۳۰ ۵۲۵۱۳ 
Continuity and Differentiability 





)١‏ ابحث في اتصال الاقتران ق عند س-۱. 


۲) ابحت فى قابلية الاقتران ق للاشتقاق عند س<۱. 





)١‏ للبحث في اتصال الاقتران ق عند سح ١‏ يجب ایجاد النهاية عن مين العدد ۱ وعن يساره» 
کاذا؟ 
ها ق(س) = نها (س-١)‏ =. 
س ۱ سے 


نا ق(س)< نھسا (١_س)‏ <. 
سے ۱ سے | 
و ق(س) کے 


ق(۱) =. 
7 ق متصل عند س ١‏ لأنّ نها ق(س) = ق(۱) 


۲ وللبحث فی قابلية الاقتران ق للاشتقاق عند س<۱ لا بد من إیجاد ق-(۱) > قم( )١‏ ءماذا؟ 


ہے ۱ ق - ق(۱ اله 
قبری - ۱ (س) ) )¢ _ | سس ۱ ٠‏ 
سے س - ۱ نے س - 


7 ۱ ق(س ) - ق(١)‏ _. 1¬ 
سے ١‏ نج سے ١‏ 2 


ےق (1)غبر موجودة لان 260(6 3( 
لاحظ في المسألة السابقة أنَّ الاقتران ق متصل عند النقطة [۱ ٠‏ ق(١))‏ لکنه غير قابل للاشتقاق 
عند هذه النقطة. 


۹۷ 


۹۸ 


1 قاة جو ؛ متصللا عندها ؟ و |ذا كاذف 
والان إذا کان اقتران ما قابلا للاشتقاق عند س = س فهل یکون متصلا عندها ؟ وإذا کان غير 
: أن 07 شتقاق عند س کر ؟ 

متصل عند س = س فهل یمکن أن يكون قابلا للاشتقاق عند س = س, 


ك 2 
کہ 7 ہی ھت | مه ہب e‏ ۰ 7 غل جم 1 
إذا کان ق اقترانا قابلا للاشتقاق عند س = س فانه يكون متصلا عند س = س, 


البرهان 


۳ ق(س) - ق(س,) ۰ 
ت ۹ رم ےھ حت و ".موی دم 
۳۹ أن ق قابل للاشتقاق عند س = س ء فان ق (س,) سے س یس ل 


ناث أن ۱ ق(س) = ق(س ) 


۳ ۱ سض سم 
ق(س) - ق(س) -(ق(س) - ق(س ع«( نت > س و سس 
بأخذ النهاية للطرفین 


1 ۱ ) : ق(س) - ق(س)) 
وت ((س) - ق(س) ہیں س<س, 


نهاق(س)- نھسا ق(س) > ق (س )× ۰ 
EE‏ > س 


تا 


فاق(س) - ق(س )= . 
ان > سس 
از 


تب 

ا ورج 
ہین وش 4 س >-۲ 
.لے 55 اا e‏ 


قابلا للاشتقاق عند س = -؟ » فجد قيمة الثابت أ . 





الحل 
عا أن ق اة قتران قابل للاشتقاق عند س = -۲ » فإنْ ق(س) متصل عند س = -۲ ء أي أن 
نها ق(س) موجودة وعليه يكون: 


سے رن )بت تسس بر یں 
س ت٢‏ س ۲ 
اع +]< -۸+ی ومنه أ- > 


هندسیّا إذا كان ق اقترانا قابلا للاشتقاق عند س = س فانه يوجد لنحنی الاقتران ق مماسًا عند 
(س, ق(س)). 


والمثال الآني يوضح أن عكس النظرية (۱) غير صحيح. ( أي آنه: إذا کان ق اة قتراْا متصلا عند 
س= س » فليس شرطا أن يكون قابلا للاشتقاق عند س = س ) 


ا س > > 


اذا كان ق(س) = كابس ع اراد 
١‏ (س) ۳س- ۷ ۰ س ٤<‏ ۳ يي 


٤ = ابحث في اتصال الاقتران ق عند س‎ )١ 

۲) ابحث في قابلية الاقتران ق للاشتقاق عند س = 4 

الحل 

ND rn = بحسا ق(س)‎ 


نها ق(س)= نهاراس +۳) د اع +0 ده 
يددع سس ج 
ومنه: نها ق(س) 2ه 
ق(4) = ا +۳ 2< ه 


۹۹ 


.". الاقتران ق متصل عند س= 4 لأنَّ نهیاق(س) = ق(4) 


۲) لایجاد ق )٤(‏ جد ق_ (٤)ء‏ ق (٤)ء‏ لماذا؟ 


کے ہے انضرا > تلطا a‏ اس ح2 


سے یع س ٤‏ ج ج س ٤‏ 
ےم 
سڪع س ٤‏ 
ق( د ترا ار راس ۴+ 2۲ ے. راس ت۴ 
ی 7 س - 5 سے ۳5 س - 5 سے٤"‏ سن بج 


5 وت٣‏ ماس + ۲ ۳ س - 5 


۳ ی 
سے 

4(3) غير موجودة لأنَّ ق_ (4) عد ق,(٤)‏ . أي أن ق غير قابل للاشتقاق عند س= 4 . 

لاحظ هنا أن ق اقتران متصل عند س= ٤‏ لکن ق (4) غير موجودة. 

ملاحظة 


۲۷ 
عکنك ایجاد نا ا بتحليل القام إلى( ,اسن + ۲ 3+ 


o 


3 


کے مہ SG‏ 


إذا کان دس ۔ا 2 ۲ 8 78 
ا تپ س < ۲ 
۱) ابحث في اتصال الاقتران ق عند سر =۲ 


۲ = ابحث في قابلية اشتقاق الاقتران ق عند س‎ ۲٢ 


لا بدٌ أك لاحظت أنَّ کل الاقترانات فی الأمثلة السابقة التي تم بحث مشتقتها عند نقطة 
كانت متصلة عند هذه النقطة» لکن ماذا یحدث لمشتقة الاقتران عند نقطة؛ إذا كان الاقتران غير 
متصل عند هذه النقطة؟ 
تناقش النظرية الاتية علاقة عدم الاتصال عند نقطة بقابلية الاشتقاق عندها. 


يتقققآ ۲ 


إذا كان ق اقترانًا غير متصل عند النقطة (س, » ق(س,)) فإنه غير قابل للاشتقاق عندها. 





إذا كان ق(س) = [-- س + ۲] » فأجب عما يأتي : 
)١‏ ابحث قابلية الاقتران ق للاشتقاق عند س = ١‏ . 
؟) ابحث قابلية الاقتران ق للاشتقاق عند س = ۳. 
الحل 
)١‏ أعد تعريف الاقتران ق حول س = ۱ 

ق(س) = ۲ لكل س و [ ۰۰ ۳) 





ق متصل عند ك۲ ۔ تحقق من ذلك. ماذا؟ 
2 ق(س ) - ق(۱) 7٦‏ ۲ 

قو = نې | ےت س کڪ ھ 

۱ - س‎ ١ سے‎ ١ - س-۱ س‎ (١) 


۲) أعد تعريف ق حول س = ۳ 


۱ ۲ ےس < ۳ 
| س +۲ ] = 
تال ۴ ٣<ےسد٦‏ 


ابحث فی اتصال الاقتران ق عند س = ۳ قبل أن تبحث قابليته للاشتقاق عند س = ۳. 
لمحا ف(س)-۲. ابيا ن (س) دم 





عا أن نها ق(س) ‏ نها ق (س) ء فان: 


رس ق(س) غير موحودة ‏ أي أن ق غير متصل عند س = ۳ ء وعلیه فان ق غير قابل 
للاشتقاق عند س - ۳( نظرية ۲). 


تدریب ۲ 
۲ 4 ۰ 2<س < ۲ 
وا کت ( ۰ ۱ 5 


ک0 »> ۲ <س < ه 


فابحث قابلية الاقتران ق للاشتقاق عند س < ٴ۰" 


` GEE 
کے و و کس‎ 

اک قس-| 
الحل ۳س ۱ ۰ ۲ <س < ه 
)١‏ ق اقتران غير قابل للاشتقاق عند سح » س= ه لأنهما طرفا فترة 
؟) ابحث فی اتصال الاقتران ق عند س = ۲ء لماذا؟ 

نهاق(س)- نا ( )= ١‏ 

سے ۲- ہے؟ں- شش 


» فجد ق3(س) على حاله. 


9سا ق(س) = نه(۲س -)١+‏ ۷ 
سے ۲ سه ۲+ 
۳ أن نے ق(س) ۳ تھے | ق(س) فان کت ق(س) غير مو جودہ 
:“1ق ر نتسب عند س = ۲ وعلیه فان (۲) غير موجودة. 
۳ ابحث المشتقة عندما <١‏ سد ۲ 
0 ق(ع)- ق(س) 
و ہس ل ته 


" سس جن 


525 مو 
عےس 


22 اكت 3 
ی الم سداس 
أس- 1م 
0 هك 2 
ع ےس جس 
٦ی‏ جو د 





مس ع س(ع-س) سا 


+ ) ابحث المشتقة عندما 5< س < ه 
3(س) = : یرس + ه) - ق(س) 
هم ے ٠‏ ه 
زر (۳(س ب+ھ) + ) -(۳س )١+‏ 
قح ه 


۳س + ۲ ه + ۱ اس - ۱ 


بت و 
یود ه 
۱ ٣ھ‏ 
ے٣‏ 
کڪ 
<١ > E 7‏ س ۔ ٢‏ 
ق(س) = ِ : 
غير موجودة ‏ س < ۵0۰۲۰۱ 
۳ 1 5< س < ه 


تمارین ومسائل 


)١‏ ابحث فی قابلية اشتقاق کل اقتران ما يأني عند قيمة ( قیم) س البينة ازاء کل منها: 


ٹس 


شس جج 


ب) ع(س) = (س ٢۲)[س]‏ ؛ 


ج) ل(س) د [ ۳ - ۲س ]| 





۰ ای 
د ) 2(س) 
اس 
0ا 
؟) ذا كان ق(س) <م ,اس ۳ 


فجد ق۹(3) إن و حدت. 


س" 
۲س + | 


4 س = ۱ 
هن ۲۳ 
ا 5 
4 س = ج ‏ س< - ۱ 


¢ ے س <۳ 


5 ر ع 6۲ 5 ۵ 
> <س < ه 


( س ع- ٩‏ 


4 س = ۹ 


»> س <۱ 


> س > ۱ 


اقترانًا قابلا للاشتقاق عند س- ۱ء فجد قيمة الثابت أ. 


تاج ابن 


س" 
س 


= إذا کان ق(س)‎ )٤ 


»> س < ۱ 


> -2۱<س<۱ 
1 س >۱ 


ابحث فی قابلية الاقتران ق للاشتقاق على محاله» واکتب قاعدة ق(س). 


۳ إذا کان ع(س)‎ (o 


س۲س 4 


س س٢‏ 4 


س < ۲ 


س > ۲ 


فابحث في قابلية الاقتران ع للاشتقاق عند س = ۲ 


۰ 
١‏ تک سس 


٤< 
درس‎ ۰ 6 
س‎ ۵ 
, | ذا كان ق(س)‎ 5 
هس‎ ۱ 





٤ > س‎ >» 


على محاله» واکتب قاعدة ق (س). 
5 شتقاة 2 ۰ 
فابحث فى قابلية الاقتران ق للاشتقاق 


[ س | 1 <١‏ س < ۲ 


٤2 
< اہ وس‎ 
۱ اذا کان ق(س) س۳ا‎ (۷ 


على مجالهء و اکتب قاعدة ق(س). 
8 نتفاو 2 ۰ 
فابحث فی قابلية الاقتران ق للاشتقاق 


النتاجات - 


قواعد الاشتقاق 


Rules of Differentiation 





e‏ سس ض< 

ها تستخدم قواعد الاشتقاق لایجاد الشتقات. 

س تحد الشتقات العلیا لاقترانات و علاقات معطاة حتی الشتقة الرابعة. 
س تحد مشتقات الاقترانات الدائرية. 

ه تستخدم قاعدة السلسلة لایجاد مشتقة صیّغ الاقترانات المركبة. 

و تحد الشتقة الاولی لعلاقة ضمنية. 


)۱( قواعد الاشنقانق‎ 
Differentiation Rules 1 


إذا کان ق(س) < س؟ اس| ۰ نچا( غد س کي 








درست سابقًا إيجاد مشتقة اقترانات بسيطة باستخدام التعریف» ولكنّ إيجاد مشتقات بهذه 
الطريقة لاقترانات مثل ق(س) =( س" + ٦س‏ - )٥‏ أو ق(س) > س" |س| عند س = ٤‏ یتطلب 
اجراء عملیات جبرية مطولة. 

في هذا الدرس ستتعلم قواعد تمكنك من ایجاد المشتقة بطرق مختصرة. 


إذا كان ق(س) = ج » حیث ج عدد ثابت » فإنْ ق(س) = صفرًا » لكل س 3 ح. 


البرهان 
باستخدام تعريف المشتقة يكون 


2ے سب ق(س+ه) -قس رپس «ج سیت صف 


ھ همه و هم ےہ ه 


تفسیر هذه النتيجة هندسيًا بأن التمثیل البياني للاقتران الثابت ق(س) = ج مستقیم أفقي» ومیل 


الستقیم الأفقي- صفرًا. 








07 
إذا کان ق(س) = ۷ ۳ فجد ق(س) ۰ ۱(3) ق(-٥)‏ 
احل 
ق (س) = ۰ء لکل س و ح ؛ لأنَّ ق(س) اقتران ثابت. 
ق( )= مق( ع) < . 


۱۹۹ 


۱ 


ادا كان ق(س) = س"*۰ حیث ن عدد صحیح موحب ا ۲ 
البرهان 
سنحتاج ا حقیقة الاتية في البرهان 
اس كن ار رس کا Tp EG‏ نی نا ی ای ۳۳ 


جح سے س جح سن 


0 حمر 
مس اس 


7 رک ) ( ع + ع س + ع۵٣‏ س رخ وي اطع 
مس سس 





( اف و و اتا 1 ہے + ع سوس ا‎ a 
س‎ 6 
ہے ی ی بر عدي نك ۵ من ارات‎ 
38 كن‎ 
: جد ق(س) ثم جد (-۱) في كل مما يأتي‎ 
ق(س) <س" ۲ ق(س) = س 7) ق(س)< س"۱‎ )١ 


اخل 


0 3(س) ٥>‏ س؛ > 3( <ه 
۲٢‏ 3(س) = ۱ × س' = ۱ > ق )= 
۳ 3 (س) = ۱۲ ۱ ۰ ۱<(8) <-۱۲ 


نحتاج إیجاد مشتقات اقترانات مکونة من جمع أو طرح أو ضرب أو قسمة اقترانات 

بسيطة, سنناقش إیجاد هذه الشتقات فی القواعد الآنية. 

2 ۰ 3 2 3 ۱ 1 7 3 ۰ 

إذا کان ق اقتر انا قابلا للاشتقاق عند س» = عدد کات وکان ھ (س) یت ق(س) 4 فان : 
الاقتران ه (س) قابل للاشتقاق عند س وأن ه(س) -ج ق (س). 
البرهان 

۳ : ه -ھ : ج ق - ج ق 
(س) - | ه(ع) ار ۱ 0 (س) 
ان جس كت سس 


جس ی 


أي أن مشتقة عدد ثابت مضروبًا فی اقتران يساوي العدد الثابت مضروبًا فى مشتقة الاقتران. 


OE 

جد ق (س) في کل ما یأتی: 

۷( (س) دوس" ۲ قرس کس ۳ ق(س) = 
الحل 

۱( ق (س) = 4 س؛) = ۰ دك 

؟) ق (س) = (-۱)(س) = -اس* 


۳ 


س 
T‏ 





۳ ق (س) چ (۳س) = س' 


تدریب_ ۱ 
حد مشتقة کل من الاقترانات الاي 


| )ق (س) ٦=‏ ۲ ق.(س)<- س' اف (س) 





إذا كان ق(س) = س؛| سس ۱ فجد ق )٢-(‏ 
اخل 


عبر عن ق(س) دون استخدام رمز القيمة الطلقة حول العدد --۲: 
ق(س) < وهو سیر ده ۾ لاذا؟ 
ق (س) = -ەس؛ 
٠‏ ق (-۲) سم دن لور 
هرا ۰٩۰٩۰٩۰٩٩۰٩۰٩۰٩۰‏ ۰۳۳۴ 
قاعدة اجمع و الطر ح 
إذا كان کل من الاقترانین ل» م قابلا للاشتقاق عند س» وکان» 
ق(س) = ل(س) + م(س) » ه (س) = ل(س) - م(س) 
فان کلا من الاقترانین ق» ه قابل للاشتقاق عند سء وتکون: 
ق (س) = ل (س) + م (س) 
هم (س) = ل (س) - م (س) 
البرهان 


قو - ہے (6) - قا ن (ل(ع +ءاع))- (ل(س) + (س) 
6 هس ا 6 ےس و 


ل(ع) - 0 ۱ ۰ (ع)-2(س) 
ع ےس کک با a‏ € جن 


سے ٤ھ‏ ۳ م (س) 
لاثبات أن ه (س) = ل (س) - ء(س)ء یمکن كتابة ه(س) على الصورة: 
ه (س) = ل(س) + (- ۱ ع(س) و باستخدام قاعدة مشتقة بحمو ع اقترانین؛ و قاعدة مشتقة حاصل 





١٠ 


ضرب عدد ثابت في اقتران تحد أن ه(س)-ل(س)+(- ١م‏ (س)ومنەھ(س)= ل(س)- م(س) 


جد ق (س) في کل مما يأتي : 
)١‏ ق(س) < لاس" +۳۱۷ س' ۷۲ ف(رس) > : سس ]رس 


الخل 
0 ق (س) = ۱ س + ۳٤‏ س" 
۹٦۲‏ (س) = و ۱ 


.تسب 


وبصورة عامة : إذا کان كل من الاقترانات ق ,ء ق,ء... » قر قابلا للاشتقاق عند س وکان : 
 (‏ )یں تق )۱ف زس)ءفإن: 


ل (س) = ق (س) + ق, (س) + ق (س) + ... + ق ,(س) 


نتيج 
إذا كان ق اقترانًا كثير حدود » فإِنَّ ق قابل للاشتقاق لکل س و ح. 
إذا كان ق(س) = س٤‏ - ٦س٢‏ + ٤‏ » فجد كلا مما يأني : 
0 3(س) ۲) قيم س التي يكون عندها لمنحنى الاقتران ق ماس أفقي. 
اخل 
)١‏ ق(س) <4س۱۲-۲س 
۲) یکون الماس أفقیّا عندما 3(س) = ٠‏ 
أي آن خی ۲2 اس 15 
٤س(‏ س'۔-٣)‏ =۰ 
ومنه سے ۰ ۰ س 2 ۳۷3 
". يكون الماس أفقيًا عند سح ١‏ س =± ۳۷ 


تدریب ۲ 


٦ +9 7‏ سپٹ ات 
إذا كان ق(س) = وس؛ (۷۲س - سس) فجد ق (-۱) 


۵ منال (7 
إذا کان ق(س) = ٤‏ س" - [ ٢س‏ +۱] فجد ق (۰,۲) 
الحل 
أعد تعريف الاقتران ق دون استخدام رمز اقتران أكبر عدد صحيح حول س -5, ٠‏ 
١ 7 ۱‏ 
[ اس +۱] یغیر قاعدته بعد کل فترة طولها سس وعا 3٠,٦‏ [ ل 1) 
[ لأس جد ]اك ]| اع كي ١‏ ]بت |= 
ق (س) = ١١س"‏ 
ق ,)=× (٦ی ٢)‏ < ۳۲و 
SEY‏ 
إذا كان ق(س) = | س٣۲‏ | + ٣‏ س" » فجد ق (۱). 
الحل 
آعد تعريف الاقتران ق(س) دون استخدام رمز القيمة المطلقة . 
لاحظ أن | س-۲ | = ۲-س حول العدد ۱ 
وعلیه فإِنّ ق(س) = ٣س‏ '- س + ۲ 
ق (س) داس ١١‏ 
3( < ه 
تدریب ۳ 
أجب عن کل ما يأتي : 
۱ إذا کان ق(س)< ۲س"(۶س - هس') فجد ق (س). 
۲ إذا کان ق(س) > [ ٣س‏ + ١‏ ] + | س | فجد ق .)٠,٤(‏ 


تمارین ومسائل 


: جد المشتقة الأولى لكل من الاقترانات الآتية‎ )١ 


أ)ق(س)- ,۳۰ )ا هن راس“ 

ع ص د )ق(س)-(س) 

۷) ج ےش "من الاقترانات الاتية : 

أ )ص = سا + ۳س - 6 ب) ص = ے (ص۸+۲) 

ج) ص = 11 س" د )ص = ل س + لاس" س 


*) جحد 3(س ) لکل من الاقترانات الاتية عند قيمة س البينة إزاء كل منها : 


أ ) ق(س) = ل س؛ بس د 
ب) ق(س) = س۲ + | ۲س - 5 | » س > ©" 
ج) ق(س) =[ س +9] -٤س:‏ وس < ۲,4 
د) فسات کس ٭] شعد امه اس ] بر کد 


)۲-(3 اذا کان ل» ه اقترانین قابلین للاشتقاق» و کان ل(-۲) ی لدو )دعص فجد‎ )٤ 


في كل ماياتي: 


أ ) ق(س) = 5 ل(س) - ۲ھ (س) 


ب) ق(س) - ل(س) اھ 


و ب ] 
(o‏ اذا کان ق(«س) + 


>٤‏ ب س "+ أ س 


١ 2 س‎ » 


» س > ۱ 


و کانت ق (۱) موجودة » فجد قيمة کل من الثابتین أ » ب. 


2+0 دا ل (ج) (س-ج) 6 س > ج 


وکان ق(س) اقترانًا متصلا عند س= ج » وكان ل(س) اقترانا قابلا للاشتقاق عند س = ج. 
فأثبت أن الاقتران ق قابل للاشتقاق عند س = ج » ثم جد ق(ج) . 





۲ فواعد الاشنقاق‎ 
Differentiation Rules 2 


مرف 5 "۳ ا 
إذا کان ق(س) = ہچ ہہ الا ا 








تعلمت سابقا القواعد العامة لاشتقاق نوع معين من الاقترانات» وستتعرف في هذا الدرس 


قواعد آخری. 
لایجاد مشتقة الاقتران ق(س) = ( س" + ٦س‏ - ۵ ) ( ٤س‏ +۱) جد ناتج الضرب ثم 
استخدم قو اعد الاشتقاق السابقة. 
ق(س) = ٤س‏ ۳ ۲١‏ س - ۲۰ س۳ ٩‏ س = ه 
ق (س) < ۲۰ س ۷5سا واس + 1 
یمکن ایجاد (س) دون إيجاد ناج الضرب كما في القاعدة الاتیة: 
هچ 
قاعدة الضرب 
|ذا کان الاقترانان ل» ه قابلین للاشتقاق عند س وکان ق(س)- ل(س) < ه (س) » فان 
الاقتران ق یکون قابلا للاشتقاق عند سء وان 
ق(س) = ل(س) × هه (س) + ھ (س) × ل(س) 
اي ال مشتعه حاصا رب افتر این نساوی 


الاقتران الأول < مشتقة الثاني + الاقتران الثاني × مشتقة الأول 





إذا کان ق(س) >( س" + س) ( 4س" - ۳) فجد ق (س). 

اخل 

ہے 5 5 

ق (س) <(س ۱۲ص ےس( ہیں 2 ۳) ۲ ( 6 من ۲)٣‏ یس زس ' ۴اس 


۱۱ 


ی ۱ یر OT ToC‏ سوک 
كت بارس پا کا اس یں NEE‏ کات شيو کیل کے کے ASANTE‏ 
حل المثال )١(‏ بطریقة آخری. 


1 9 ۱ 1 ۹" 
ل لك فجدق (س). 


قاعدة القسمة 
1 2 3-0 ال 
فان الاقتران ق یکون قابلا للاشتقاق عند س» وان 





 _ ۶‏ ھ(س)×ل(س) - ل«س) “اه (س) 
(ه(س)) 


اي ان مشنقه حاصل قسمة اقترانین تساوي : 


ا مقام × مشتقة البسط - البسط × مشتقة المقام 


( القام )۲ 
22 
کا س'+س کے 
- ل ال ق 
إذا کان ق(س) e‏ » فجد ا (س) . 
ا حل 


استخدم اغد الس يد ره 


و 5 
اس جه ) »ا حت رس ا د وس نی ) × 


وڈ 





: (س'+٥)‏ 
e‏ (س؟+ ۲)۵ 
(س'+ )٥‏ ( ۳س + )١‏ -(س + س)(۲س) 
(س + ۵) 


. ۳س + س + ١۱س‏ + ه)-(لاس + ۲س") س + ع۱سآ+ه 


(س "+ 6" (س'+ 9( 


١١ 





تدریب ۲ 


دس + ۱ 
کر فجد یڑل 


قد تواحهك بعض الاقترانات المكوّنة من بسط ومقام یکون بسطها عددا ثابتا . النتيجة الاتية 


تسهل عليك العملیات الجبرية لایجاد مشتقة مثل هذه الاقترانات. 


إذا كان الاقتران ل قابلا للاشتقاق عند س» أ عدد ثابت وکان: 
ا 7 2 3 
۵ يہ" » ل(س) عد ٠‏ فان الاقتران ق یکون قابلا للاشتقاق عند س» وان: 


ار 3 هد ” » ن عدد صحیح سالب؛ فان (س) = ن س ن 


البرهان 


افرض أن ن = - م » سس ۰ حيث م عدد صحیح موجبء فيكون ق(س) = س - س "۲ 
۰ ۰ عع 3 2 4 ۱ 
باستخدام خصائص الاسس یکون ق(س) 0 


ا فا ت(1) رس کے کم ار 
ہے اک« (س)” چک ئ] 


عا حداف کے سے ہے 
0 م س ؟ 


ق (س) مس نس الأن = مدن 





جد مشتقة کل من الاقترانات الانية: 
1 





١)ل(س)‏ = ۳ ۲ ق(س) < س ` ۳( ور )د مسج 


الخل 
)١‏ باستخدام النتيجة )١(‏ يكون: 


۲) باستخدام النتيجة (۲) يكون: 


کج ع ہے 


ق (س) = - ٤‏ س کا ی یں كد 1 


و27 
چ ۳ ۳ 1 
فو ور ج وو رو وج لحان 





باستخدام النتیجة (۲) وقواعد الاشتقاق يكون : 





۹ 
دی" چا سا وت دہ بد تہج 


٠‏ حل فرع (۳) من مثال (۳) بطريقة آخری. 





تدریب ۳ 

ع 
oes‏ 

9 سس 
ES mm‏ 


جم 7 0 
.. ہچ فکروناقش ل 20111111111111“ 


مشتقة الاقترانات المدشعبة 
ل( س) » س کا 


لایجاد مشتقة الاقتران المتشعب ق(س) ۳ 


سے آھی سور لكل بن 2 أنه رد ) سرعودة لك من ذخا » اتبع الخطوات الاتية: 
)١‏ جد ل (س) عندما س > أء ه> (س) عندما س < أ فيكون : 
7 لذن > س > ١‏ 
ق(س) > 
ه(س) + س < ۱ 
۲)ابحث في اتصال ق(س) عند س = أ وهناك حالتان : 
أ ) ق اقتران غير متصل عند س > أ وبناءً عليه ق غير قابل للاشتقاق عند س = أ( نظرية ۲ 
في الاتصال والاشتقاق) 
ب) ق متصل عند س = أ وفي هذه الحالة يجب بحث قابلية الاشتقاق عند س = أ باستخدام 
وبمكنك استخدام قواعد الاشتقاق في الاقترانات المتشعبة التي قواعدها على صورة 





ارس حك وس > سك ۱ 
إذا كان ق(س) - » فجد ق(س). 
ا ری ور سر س 37 
اخل 
۱) عندما س> ۱‏ ق اقتران متصل؛ لاه على صورة کثیر حدودہ إذن ق(س) = 4 لاس" + 4 
عندما س <١ء‏ ق اقتران متصل؛ لأنه على صورة کثیر حدود إذن 3(س) = ١١‏ س + ۱۲ 
٤‏ س'+٤‏ ء س>۱ 
أي ان ق (س) = 
نے J‏ ہا 


۲ ابحث في قابلية الاقتران ق للاشتقاق عند س = ۰۱ 
A= + ۲)۱(۲ £ = )۱(3‏ 
ق۔ +)۱(٣٦-)١(‏ ۱۲ ۲۸ 
ما أن فق,(١)‏ = 8 (۱) ۲۸ 
إذن ق (۱) = ۲۸ 
بمكنك الآن كتابة ق (س) لكل س و ح على الصورة : 
ء ۲س"۲ 1 ۶ > س > ۱ 


ق (س) = ۲۸ » س = ۱ 


إذا کان ق(س) = س"| س - ۲ | فابحث في قابلية الاقتران ق للاشتقاق على ح . 


اخل 


۱) آعد كتابة الاقتران ق دون استخدام رمز القيمة الطلقة. 


۱ < س‎ » ٢٢٢۴ س٦‎ 


- 


ی سو 6 سك ٢‏ 
ق (س) = 


ی اش > س حم ۲ 


۲) عندما س >۲ ۰ ق متصل لأنه على صورة كثير حدود ق (س) = وس" Ta‏ 
عندما س <۲ » ق متصل لأنه على صورة کثیر حدود ق (س) = ٦س"‏ اس" 
aT‏ > س > ۲ 


أي أن ق (س ) = 
١‏ ۱ او نے س » س < ۲ 


۳) ابحث فی قابلية الاقتران ق للاشتقاق عند س = ۲. 
ق اقتران متصل عند سرح ٢‏ ماذا؟ 
لك وو امار تحير 
ESS‏ )عم 
ما أن ق,(۲) عه 3-(۲) فان ق (۲) غير موجودة. 
عکنك الآن كتاية ق (س) لکل س و ح على الصورة : 


اس وی > سس > ۲ 
وا )سم غير موحودة س 


اك حر 4 س < ۲ 


تدریب ھ. 
4 


سس را ا 
د 7 
ری ٣٥‏ ۱ 


١ 2 سں‎ 8 


فابحث في قابلية الاقتران ق للاشتقاق على ح. 


۱۳۰ 





iS سے‎ 


د ص . ل ہے 
جد حي في كل و بی 





أ اس کس ر طس پا ص < رس - ۲س + ۱( ۶س- ۳) 
۳ 

بس حك وى بلدا 

یا وس کب ۲س +۳ 


۲) جد ق(س) في كل ما يأتي: 
أ ) ق(س) = س(س + ۲) ( س' - ۲س )٦-‏ 


ب) ق(س) = | س ۳ | (س" + س) 


بر ا 
ج) ق(س)< ‏ سس 
3 س" + ع 
۲ ویر ٤+‏ 
۹ ف لل » س 3( ۰۱ 6 ] 
س (س = ) 


۳) إذا علمت أن ه (س) قابل للاشتقاق و أن ه (۲) ۳ء ھ>(٢)<-١ء‏ فجد ق (۲) في کل 





ايان : 

أ ) ق(س) = س ه (س) ب) ق(س) = ۳س 'ھ (س) - ەس 
٦ 5‏ ۲ ا 

۶یع ا د ) ق(س) = ۳ ه (س) 


٤ = ه(-۲)‎ , ١ -- )۲-( إذا كان ل» ه اقترانین قابلین للاشتقاق و کان ل (-۲) = ۳ »ل‎ )٤ 
م> (-۲) = -5 , فجد ق (-۲) في کل مما يأتي:‎ 


أ ) ق(س) = ل(س) × ه(س) ب) ق(س) < E‏ 


)٥‏ جد ق(س) فی كل مما يأتي» عند قيمة س البينة إزاء كل منها: 


[)ق(س)<س"-[۲س +۱] 4. سر 4و۱ 


٦ ۱‏ سا - 
سن 
كس + ۱ 
ج) ق(س) < 7ج ر 


7) إذا كانت ل» م» ه اقترانات قابلة للاشتقاق عند س» فاستخدم قاعدة مشتقة حاصل ضرب 
اقترانین لاثبات أن: 
ی (ل(س) ×م(س) ×ھ(س)) 
= ل(س) × م(س) × هھ (س) + ل(س) × هلاس) × م (س) + م(س) × هل(س) × ل(س) 


۷ اعتمد على النتيجة فى السوال( )٦‏ لاثبات أنَّ : 
5 2 
۳3 كا 5 ۳ل(س))" × ل(س) 
٤س"‏ > س 2 ۱ 

6 عاد وریا ۳س؛ +۱ ۰ س > ۱ 

فابحث فی قابلية الاقتران ق للاشتقاق عند س = ۱ ۰ ثم اکتب قاعدة ق(س). 
٩‏ ذا کان ق(س) = | س | ( س" + “س) » فابحث في قابلية الاقتران ق للاشتقاق 

لجميع قيم س وح . 


وکان ق اقترانًا قابلا للاشتقاق عند س = ۲ء فجد كلا من الثابتین أء ب . 


۲ 





Higher Derivatives 


| إذا کان ق(س) = ( ۲ س؟- ٣س‏ + ۱)(س۲ + 6۷ فجد 3(-۱). 


تعلمت سابقًا آنه إذا كان ص = ق(س) اقترانًا قابلا للاشتقاق» فإِنَّ مشتقته بالنسبة إلى س 


تسمى ا مشتقة الأولى للاقتران ق» ويرمز لها بأحد الرموز الاتية: 


ص خض )س (ق (س)) » ق(س) 


لاحظ أن ق (س) اقتران فی س مكن أن يكون قابلا للاشتقاق بالنسبة إلى س» ومشتقة ق(س) 
تسمى الشتقة الثانية للاقتران ق» ويرمز لها بأحد الرموز الاتية: 


ولد 
ون دج( (س))۰ قرس) 


بمكنك أن تحسب مشتقة اقتران من أي رتبة تريد ( شرط وجودها) » حيث ان الشتقة الثاللة هی 





5 





مشتقة الشتقة الثانية ویرمز لها بأحد الرموز: ص ید 2 (ق (س)) »ق ق (س) 
تسمی مثل هذه الشتقات بالشتقات العلیا للاقتران ق. لاحظ أن التسلسل ضروري في إيجاد 

الشتقات. فمثلا لایجاد الشتقة الثالثة لاقتران؛ يجب إيجاد الشتقة الاولی ثم الثانية ثم الثالثة. 

إن استخدام الاشارات (////) للتعبیر عن الشتقة الرابعة غير عملي وكذلك الأمر بالنسبة إلى 

الشتقات ا خامسة والسادسة » ... إلخ. لذلك تستخدم الأعداد الصحيحة بین قوسين للتعبیر 

عن الشتقات الرابعة » وا خامسةء ... الخ. فمثلا ص أو ق (س) تعبر عن الشتقة الرابعة 

للاقتران ق. سنكتفي بایجاد الشتقات حتی الرابعة في هذا الدرس. 

VEE 

إذا كان ق(س) ک عن »٠ح‏ ۲س۲+ 2'۹ ۱ . فجد و (س) 

الحل 

قَ(س) = ۲۰ س؛- ٦س"‏ + ۱۲س 

3(س) = ۸۰س - ١١س‏ + ۱۲ 








3(س) = ۲٤١‏ س - ۱۲ 
۱ إذا کان ق(س) = هس۳- ٤‏ س' + ٦س‏ + ۱ فجد 3(-۱). 
۲ ل ۹ بداية الدرس. 


إذا كان ق(س) -س*ء وکان 3(س) ٢٢س ٣٣‏ ء فجد قيمة ن . 
ا لحل 

ق (س) نس ۳۹ 

قَّ(س) = ن (ن )١-‏ سن" 

(س) = ن (ن )١-‏ (ن - ۲) س" = ٤‏ لاسن" 
EY‏ 0۵۳۱ 20۱ ۲۶ 

ابحث عن ثلاثة أعداد متتالية حاصل ضربها ٤‏ ۲. 
الأعداد هي ارت 

أي أن ل = 2 


۱ ۰ : 
ا3ا كان ی( بن وکا( آس ۰7 فجد قيمة الثابت آ. 


إذا کان دی -| ۲ 


0 


۽ اج , » فأجب عن کل ما يأتي: 


. = بین أن الاقتران ق قابل للاشتقاق عند س‎ )١ 
. ؟) اكتب قاعدة ق(س) لجميع قيم س وح‎ 
بین أن ۰(3) غير موجودة.‎ )۳ 


ا حل 
۱) ق اقتران متصل لجميع قيم س > ٠‏ لأنه على صورة كثير حدود » ق(س) = ۲س. 
ق اقتران متصل لجميع قيم س < ٠‏ لأنه اقتران ثابت » ق(س) = صفرًا . 
كشن نک 
7 دس -| ۱ تہ 
ق اقتران متصل عند س = ٠‏ » تحقق من ذلك. 
قَب(0) -0(5.)-. 
3-(0.)<-. 
ما أن ق,(01)-ق3-(1)-., 
إذن ۰(3)- ۰ + ویکون الاقتران ق قابلا للاشتقاق عند س - . 
۲) مکنك کتابة ق (س) لجميع قيم س 3 ح على الصورة : 


٦س‏ » س > ۰ ٦س‏ » س > ۰ 
قَ(س) = ١‏ الى دا او ۰ » س 2 ۰ 
۰ »س < ۰ 
۲ » س > ۰ 
۳) اتبع الخطوات السابقة لتصل إلى ق(س) = 
۰ »س < ۰ 


س" سک 
اذا کان ق (س) - 


. .۰ فأحب عن کل مايأتي: 
٠‏ سس ۰ 
)١‏ بین أن كلا من ق(۰)) )١(َ3‏ موجودة» ثم جد قيمة كل منها. 
۲)اکتب قاعدة كل من ق (س)»ق(س) لجميع قيم س و ح . 


٤‏ ےت 


° 


سے تمارین ومسائل 


: جد ا مشتقة الثانية لکل من الاقترانات الآنية‎ )١ 
۱ + س"‎ 5 
ا )ص<عس"- سات ا س ب) رک‎ 


ج) ص = |س|(س۲+ س) 
۲ إذا کان ق(س) = ( س۲ + ٤س)‏ ( سء + 6۱ فجد قیمة ق (-6<6۱(-۱) 


۳) إذا كان ق(س) = س » ن عدد صحیح موحب وكانت ق(س) = أ س فجد قيمة الثابت أ . 


۴ 5 ۲ ہچ ¢ ١‏ 
)٤‏ إذا كان ص = > » سے ۰ » فابت أن ص < 7 ص 


۳ 


ه) إذا كان ق(س) = س؛ + لاس" 5 س۲- س » فجد قیم س التي تحقق ما يأتي : 
أ)3(س)-. ب) ق(س) > ۰ ج) ق(س) < . 
)٦‏ جد المشتقة الثالثة لكل من الاقترانات الآنية : 


ا ) ص = س*- لاس-ه 
ب) ص < آس۲ + ب س۲+ جس حیث بے وابت. 


۷) جد قيمة کل ما يأتي : 


اأ ) 03) حيث ق(س) = س۲- ٦س‏ 
ب) 3(-۱) حيث ق(س) = سء - سس" 
۱ 1" ۱ 
ج) ق (۱) حيث ق (س) = جل 
۸ إذا کان کل من ل ء ل ء ل قابلا للاشتقاق عند س» وکان ق(س) -س" ل(س) 


۳7 
2 


فجد ق (س) » ق (س). 


٩‏ ) (ذا کان کل من الاقترانین تس قابلا للاشتقاق یں ات 
(ل ×ھ) (س) - ([»< ه) (س) + ۷(ل < هع) (س) +( ل × هع) (س) 


۲- )١( جد قاعدة اقتران کثیر ا حدود ق من الدرجة الثانية الذي فيه ق(۱) = ۰۳ ق‎ ٠ 


۱(3) = 4 . 
)١ ١‏ إذا كان کل من الاقترانين لء ه قابلا للاشتقاق مرتين فأثبت أنَّ : 
ل(س) هھ (س) 5 [(س) ه(س) دش ایض هھ (س) ۳ تس ه(س)) 
(١ ۲‏ ا کانت ل٠‏ ق» ه اقترانات قابلة للاشتقاق حتى المشتقة الغالثة و کان 
ھ (س) = ل(س) × ق(س)ء ل(س) × ق(س) = ج » حیث بح عدد ثابت فاثبت آن: 
هم (س) = ل(س) × (س) + ق(س) × لكاس) 


۳ 


۳) إذا کان ق(س) = أ س؛ + جل , أ ثابت » وکان ق (۲) = ٩۰‏ فجد قيمة الثابت أ. 





٠ < إذا كان ق(س) = ۸ س - 6(م - ۳) س" » فجد قيم الثابت م التي تحعل ق(س)‎ )٤ 


۷ 


مشتقات الافترانات المثلثية 
Derivatives of Trigonometric Functions‏ 


ا ۳ 1 ۲ بسب 1۲ 
إذا کان ق(س) = قاس + ظاس » فجد قف رے). 





تعلمت سابقا الاقترانات الثلثية وتمثيلها البياني وفي هذا الدرس ستتعلم إیجاد مشتقة هذه 








الاقتر انات. 
تعرفت سابقا أن المشتقة الاولی للاقتران ق عند س هي: ق (س) - نما فا تب 
۱ جا 
ستستخدم هذا التعریف و النظرية تھا کا سے 
سس سن 
لالبات القاعدتین الاتیتین: 
إذا كان ق(س) = جا س » س وح » فإِنَ ق (س) = جتا س 
البرهان 
احا تن مم تک a‏ 2 
عنس اح جاع - جاس = ۲جتا لد جا سپ 
٦ 2 7 5‏ 00 
: جام اس جتاع - جتاس < -۲جا ند جات دا 








نها 
ع ےس ع اس 
نها 
ع چس 














۰ 3(س) = نها(جتا(س + ص) × ج( 


ك 
۲ ۲ جا 
و ی ل الع ا 3 ۰ ۱ <جتا س 


2 
إذا کان ق(س) = س + لے جا س » فجد ق(س). 
اخل 


۳1 ۱ 
ق (س) = ٢س‏ - سب چا یں 


2 

TU «2. 

إذا کان ق(س) = ۲س - ٦‏ جاس » جد ق (ج). 

الحل 

ق (س) = ۲ - ٦‏ جتاس 

1 ۲ 

ورک ےپ کے ۲ ڈور اک ۳۳ 


۰ 6م 2 1 
إذا كان ق(س) = ۲ جاس ٦٦س‏ » فجد ق( س ) 


ادها ا  ٩‏ د یيیيیيیيبجب,]9ّ 


إذا كان ق(س) > جتاس س 3ح فإن ق(س) > - جاس. 


البرهان 
قد -. تا ا اس 
(س) ع ےس 64 س ع ےس س 


۱۳۹ 














+ جات 
ھک ات ۷ 5 ورک ١‏ 
کپ تسا ٩‏ ۳ ع-س أ 


سا ےت ےا نے 








عندما ع > سء فإِنَّ ص . 





2 ۱ حاص 
".3 (س)-(-۱) نها (جا(س + ص × ند 
صن > ص 
5 
-(-۱) نها خا (س + ص) ۷ نها لد - جوا ۱ 
ص سه ` ص ۰ ص 


.. ق (س) = - جاس 





مثال ( 





۰ قد 5 حتاس 5 ہے 11 
إذا كان ق(س) = 3 > س © ۰ فجد ق (ج-). 
اخل 
طبّق قاعدة مشتفة خارج قسمة اقترانین: 

سوہ جتا الاك 


۲ ۲ 


س س 


ق (س) = 


۱۳۰ 


إذا كان ص = أ حاس + ب جتاس » آدب 3ح ء فأثبت أن صّ ص 
اخل 

ص = ا حتاس- ب حاس 

ص = - أحاس- ب حتاس = - ( أجاس + ب حتاس) 

أي أن ص = - ص ومنه ص + ص = صفرًا 


۰ 5 5 ۰ سے 11 
إذا کان ق(س) = س جاس » فجد ق ( ب ). 


إذا كان ق(س) = ظاس ء فأثبت آن ق (س) = قا اس. 
البرهان 
۶7 

o N “lu ۲‏ م _. جاس 
بمكنك كتابة الاقتران ق بالصورة “الس ہج 
طبّق قاعدة القسمة فى الاشتقاق. 

جتاس « جتاس - جاس <- جاس . جتااس + جاس ۱ قا" 
5 حتا اس 5 حتا اس 5 جتا'س 5 ل 


٭٭ 


ق (س) 
استخدم القاعدتین ((۲) في انبات قواعد اشتقاق الاقترانات: ظتاس ء قتاس» قاس كما 
في احدول 0 


الاقتران: ق(س) المشتقة: ق(س) 





قاس قاس ظا س 
ظتاس 0س0 


۱۲۳۱ 


GED 


۱ ۱ ۱ ھی ےھ ے ۱ 
إذا کان ق(س) = قتاس + ظتاس ء فابت ان ق (س) - 





ہے 
لبرهان 
ف (س) = - قتاس ظقاس - قنااس = سل رک سے 
س ا 0 ري ار کہ کا 
كعات 
جا'س 
= 
۹.٠.‏ جتااس 
- «حتاس+۱) 


(۱- جتاس) ( ۳۱ جتاس) 
١‏ 

-١‏ جتاس 
١‏ 

١ جتاس-‎ 


٤ تدريب‎ 


0 


قاری رس 


۱۳۲ 








تمارین ومسائل 


١)جد‏ گن لکل من الاقترانات الآنية : 


| ) ص = ۳حاس - جتاس ہن اتور كام اس 

_ے س 5 
E‏ د ) ص = ظاس 7۲۳۷ س 
ه) ص = جااس + جتا" س و ) ص = قتا س - س ظتا س 


؟) إذا كان ص = جاس » فجد ص + ٦ص‏ بدلالة ص . 


۳) جد ق(س) لکل من الاقترانات الآثية عند قيمة س البينة إزاء كل منها : 


7٦ 0‏ 
| ) ق(س) = جاس جتاس 4 س ‏ س 
7٦ ۱‏ 
ب) ق(س) = جا(-س) + جتا(-س) دس جح 
ٹا 
1 حتاس 
ج) ق(س) - ٠‏ کک =1 
ج) ق(س) 7 س 
7٦ ۲ 1‏ 
د) ق(س) = س قاس اس 6 
EA‏ كسد تک ی 
و ان سس ۳ 


4) آثبت ان كلا مرن صرت بعتاس > ص = جاس بتر حلا للمعادلة ص + وی < صفرا 
)٥‏ جد قیم س في الفترة [-۲ ۰7 ۲ ] التي تحقق العادلة ق(س) = ۰ في كل مما يأتي : 
أ ) ق(س) = س + جتاس ب) ق(س) = قاس 


)٦‏ إذا کان ص = أ حاس + ب جتاس ی و ح» فأثبت أنْ: 
(ص)۲ + ص۲ أ" + ب" 


۱۳۳ 


۲ 7 
۶ ص مس جو 
۷( سا وس لكل ما يأتي: 





رون مس اوس کس ھا ںہ اس 


۱ ۱ حتا 3 > ۰ 
۸ ) إذا کان دس | 5 5 


فجد قيمة کل من الثابتین أ ء ب التي تحعل الاقتران ق قابلا للاشتقاق عند س- . 
٩‏ ) إذا كان ق(س) = |جا س|» ء فابحث فی قابلية الاقتران ق للاشتقاق عند سح 7 . 


۰ مہ مھ ۱ ۲ 2 
١ ۰‏ ا کان ق(س) = حاس - -ح- س ؛ س3 7 3 ۲ ] فجد قيمة ( قیم ) س التي بجعل الماس 


نحن ق أفقيًا. 


رہ 





5 
EE‏ ص ےرس کس ويح ند 
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تعلمت سابقا بعض قواعد الاشتقاق التى تمكنك من إیجاد مشتقات اقترانات بسیطق مثل: 


مشتقة حاصل جمع؛ أو طرح» أو ضرب. أو قسمة اقترانین. في هذا الدرس ستتعلم ایجاد مشتقة 


نکر 


تركيب اقترانین 


إذا کان ق » ھ اقترانین حیث ص = ق( ع) » ع = ه (س) وکان مدی ه مجموعة جزئية 


من جال ق » فانهبعکن كتابة ص على الصورة: 


ص = ق( ع) = ق(ه (س)) أو (ق ۰ ه)(س). 


a O 


قاعدة السلسة 


إذا كان الاقترانان ق» ه قابلين للاشتقاق عند س» وكان الاقتران ق قابلا للاشتقاق عند 
ه (س)» فیکون الاقتران الم ركب (ق ٥ھ)(س)‏ قابلا للاشتقاق عند س وإنَّ: 


(ق ١‏ هع (س) = ق (ه(س)) »اه (س). 


نی الشکل الجاور تحد أن: 





ص > ق(ع) موی ۳ 
ع<ھ(س) مسب گا 

أي أن ص = ق(ه (س)) = (ق ۰ ه)(س) 
إن ایجاد ر 

دص 





وس جك = ( ق ھ)(س) TT‏ × ھہ (س) 





(ق هه )(س) 
ہہ 
جڈ 
یسرم ۳ سم و3 ۳ 
0002 ہم 


كك 


سے قافن اا 


۱۳۰ 


۱۳۹ 


= ق(ع) ×ھ>(س) مس تمہ CF.‏ لان ع <ه(س) 
لکن ق سد من العلاقة (۱) ه (س) = ك من العلاقة (؟) 
بالتعويض في العلاقة (۳) ينتج أَنَّ: 
" اع 0 


5 ی ۳ 
6ت و كن 


J 8‏ 
مثال رر 


إذا كان ص- (س" -۱۰)۱ فجد شید 

الخل 

يمكن حل المسألة باستخدام قاعدة السلسلة» حيث نکتب ص على صورة اقتران مركب 
متغيره (س) بفرض ع = س”"- ١ء‏ فیصبح ص = ع" وباستخدام قاعدة السلسلة تحصل على 
ے00ے ۸6 و 2 


وس 27 وس 
Cg ES‏ > عوض عن ع بدلالة س لتحصل على : 


5 
س ۰٠۰س؟-‏ ۱)٭× (۳٣س؟)‏ = ۲۰س '(س'- 0۱" . 


إذا كان ق(س) = س" » ه (س) = ۱- ٦س‏ ء فجد كلا ما يأتي: 


١ق‏ ۰ ه)(س) 
۲ (ق ۰ ه)(۱) 
الحل 
ق (س) < اش ٤ھ‏ (س) < - 1 
۱) (ق ٥‏ ه) (س) = ق(ھ (س)) كاه (س) 


= قٌ " سک کہ 


رز NSO‏ 
6۲ (ق ه ه)( )۱‏ ۱(۷۲)-۱۲ < 1۰ 


إذا كان ل(س) = ظا س" ء فجد ل رس ) 
اخل 
ابحث عن اقترانین ق » ه بحیث یکون ل ق ٥ھ‏ 
بفرض ه (س) = س٣‏ ء ق(س) = ظاس ‏ فإِن: 
ه (س) = ۳٣س‏ » ق (س) = قا اس 
ق(ه (س)) = ق(س؟) = ظاس"- ل(س) 
ل (س) = ق(ھ (س)) اه (س) 
= ق (س۲) × ٣س‏ 
= (قا آس۲) (٣س١)‏ = ۳ساقا اس" . 


تدریب ۱ 
ا ار 


2 ١ 
ه) (س)‎ ٠ ؟) إذا كان ق(س) = ۲ س + ه (س) = جاس فجد (ق‎ 
من فوائد قاعدة السلسلة إيجاد مشتقة اقتران مرفوع لقوة مثل ص- ( ل(س)) . ص= حالس‎ 
واقترانات آخری مثل ص= جاھ(س) تی لغ‎ 


ت 


7 وکان ص > رل حیث ن عدد 


صحیح ؛ فان س = ن (ل(س)) × ۳ 


۱۳۷ 





۱۳۸ 


البرهان 
پفرض ع = ل(س)ء ومنه جيك = ل(س) 
فیکون ص وھ اب ره ار( 


ا1ے ۱۳۰ ہے 


باستخدام قاعدة السلسلة ينتج آن: وس 52 


0 س = ن (ل(س)): ×٦‏ ل(س) 
SEED‏ 
إذا كان صن = ( قتا س + ظتا س)نء ن عدد صحیح موجب فبین أن کی = - ن ص قتاس. 
اقل 
ول ینز ار مات ات ۲ 
كن ن( قتا س + ظتااس):۳ ( - قتاس ظتاس - قتااس) 


ے ۔ گے نی سے 

ومنه ےت = - ن ص قتاس. 

تدریب ۲ 

٠ إذا كان ص =( قاس + ظا س)۲ فجد ك عند س=‎ )١ 

إذا كان ص = ظا س » فجد ند . 
الحل 

ص = (ظا س)*' 

سے ۳ 7 صحة الساشة 


SEY 


إذا کان ص = جتا( س۲ +۱ فجد كك . 





وس 

ا حل 
_ کي 
بفرض ع = س" ١+‏ و اس 

e _ دص‎ 0َ 

ص = جتا ع ےچ ےھ 5 حا(س۱+۲) 

دين ہے كص ين كد 5507 8 
وس 23 ۳ ےس قاعده السلسلة 

< - جا(س۲ 6۱۲ ۲س 

کاس حا(س۲ +۱) 


E 


إذا كان ه (س) اقترانًا قابلا للاشتقاق عند س وكان ص = جاه (س)» فأثبت أن : 








کن وار 
ET‏ (س) جتاه (س) 
البرهان 
5-0 _- 5 ہے ہر 
بفرض ع = ه (س) > ومنه ت = هه (س) 
5 

ص = جاع 6 و منه 3 = جتاع = جتا ه (س) 
ار ي ا ۱ 
کک د كص ير قاعدة السلسلة 


= جتا ه (س) × ه(س) = ها (س) جتا ه (س). 
إذا كان ع اقترانًا قابلا للاشتقاق عند س » فيمكنك استخدام قاعدة السلسلة في إثبات صحة 


مما 

0 5 ت٦ى‏ ٥ى‏ ت رت دی د 
۳ 2 ج (ظاع) < قاع ات (٤‏ 5 ےس ( ظتاع) = - قتاع ات 
(e‏ قاع ×ط ا ك 


۲۹ 





۱۶۰ 


إذا كان ص = جتا(س"-۱)" فجد 
الحل 


كك -(۳ جتا'(س۲- ۲)۱) (-جا(س'-٣١)۲)(٢(س'-٣٥)‏ × ۲س) 


< ۱۲ س (س"- ۱) جتا ارس "- ۱" جارس ت 


دص 
دس 


تدريب ۳ 
حد ق(س) لکل ما ” 

۲ ۳ و 
7 )> ادس ٦‏ ک اا 
EES OT‏ 


GE 

إذا کان ق(٣س‏ ) = ٦‏ س۲+ ۹س » فجد ق (۳ ) 
الحل 

ق(۳س ) يُشكل تركيبًا لاقترانين 

باشتقاق الطرفين : 

(۳س) رہ ۱۲س + ٩‏ 

ضع س = ۱ فتحصل على ق (۳) 


۰۳ ۱(۱۲) +۹ ء ومنه: ۳(3) ع + = ۷ 





وگ ۳۷ -- ٠‏ م .15ء 
إذا کان ه(س) > ق( حا ۲س) وکان ق( )= , فجد ھن 
احل 
باشتقاق الطرفین نحد آن: 


هه (س) = ق ( جا۲س) (جااس) = ۲ جتا٢س‏ ق (جا٢س)‏ 


ہہ( )۲ × جنا رگ قرع 


۳۷ ۱ 


7 ۷2 ۳ 
اير ورور 


O ۱‏ 
اذا کان خر ا E‏ ء فجد ق ( ۷) 


١:١ 


سے تمارین ومسائل 
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مه 5 2 ۲ ۳ 
۱) استخدم قاعدة السلسلة لایجاد حك في كل ما يأتي : 





۱ 


أ) ص =( س" ٢س‏ + ۸)٤‏ وت (س"+ )° 


٤ 


۳ ا 5 ۲ 
وو ور د ) ص < جتارس۳-س) 


؟) إذا كان ق(س) = س -7اس ؛ ه (س) ع دس" + ١‏ ء فجد كلا مما یاتی: 
أ)(ق ه ه) (۱) ب) (ه ه ق) (۱) 

*) إذا کان ق» ھ اقترانین معرفین على ح وقابلین للاشتقاق على بحالیهما و کان ه (۲) = ۰۳ 
4-03 هھ( --1 ۰ فجد كلا ما یائی: 
أ )(ق ه ه)(۲) ب) ق(س") عند س - |3 

)٤‏ إذا كان ه (س) قابلا للاشتقاق عند س» وکان ص- جا“ (ه(س)) ء حیث ن عدد صحيح 


مج = ن جاك- (م(س))جتا (هل(س)) كاه (س) 


ذضص .ےر 
أ) ص = ظاع و كي اجس 
کل اعد لال وام ايكيا هن ۱۲ 


)٦‏ اذا کان ص= جتا (س+) فأثبت آنْ: ص + د 


۲ جن ۱ .۳۲ ۱ ہے : 


۸ ) يقال للاقتران ق بأنهُ زو إذا كان ق (- س) = ق(س) لجميع قیم س ‏ وأنّه فردي إذا كان 
ق (-س) << ق(س) لجميع قیم س. آثبت مايأتي: 
أ ) إذا کان ق (س) اقترانا فرديًا قابلا للاشتقاق» فان ق(س) اقترانٌ زوجي . 
ب) إذا کان ق (س) اقترانًا زوجيًا قابلا للاشتقاق فإِنَّ ق(س) اقتران فردي . 


و 2 5 2 
٩‏ ) جد جل لكل من الاقترانات الآنية عند قيمة س البينة إزاء كل منها : 





وا نت 
۱ ) ص < حا ٣س‏ سس qq‏ ب) ص - فو بے » س = ۱ 
۰) جد ص في كل مما يأتي : 
۱ ۱ نان 
۱) إذا كان ق اقتراناقابلا للاشتقاق وکان ق (۲۱س) > قتا (۲س) حيث س 3 (۰.] 
E‏ 
فجد 3(چ). 


۱ . ۲ ہے ۱ 5 
7٦۲‏ كان ص < ق(س"+ )یر ٥٠‏ فجد م 


و ا 


5 گے 
۳) إذا کان ص = ۷ س'+ ,| ۳س 6 فد کید 


ی 5 
)٤‏ إذا کان ق(۶س)< وس-(س" +۳) » فجد ق (4). 


۰ ) إذا کان ق(س) = س" +۲س » ه (س) = ٣س٢‏ ء فجد كلا ما يأتي : 


[)(ق ه ه)(۱) ب) (ق ۰ ه)(۲) 
ج) (ق ه هم (-۱) د)(ق ه ه) (۳) 


E 





٤ 


الاشتقاق الضمني 





Implicit Differentiation 


جد معادلة الماس لمنحنى العلاقة س' + ص" = ١‏ عند النقطة ( پچ - حك). 


تعلمت سابقًا إيجاد مشتقات لاقترانات معطاة بصورة واضحة على الشكل ص = ق(س) 


س۲ + ٤‏ »> سے٠‏ 
عل یس6۱۸ ص دس لظنس ؛ ص سأ کے سس جس کا 
وتسمى اقترانات صريحة؛ لأن المتغير التابع (ص) يظهر وحيدا فی طرف وا تغیر المستقل (س) 
فى الطرف الآخر. فى هذا الدرس سوف تحد مشتقات علاقات أو معادلات قد يصعب فيها فصل 
التغیر المستقل عن المتغير التابع» وتُسمى بالعلاقات الضمنية. 
بمكنك ا حصول على أكثر من اقتران من علاقة ضمنية واحدة؛ فمثلا من العلاقة س"+ ص'= 
يبمكنك ا حصول على ص- + /أ١-‏ س" وهذه علاقة مكونة من اقترانين صح ,1 -١‏ س" 2 








ي ہک یں و لط کم ےر 
5 5 7 
لایجاد ج لعلاقة ضمنية اتبع ا خطوات الآنية : 


۱) اشتق طرفي العادلة بالنسبة إلى س. 
r 0 ۰ 5 0 ۰ 5 ۳ 2‏ 
٢‏ جمّع الحدود التي تحوي سك في طرف» وباقي ا حدود في الطرف الاخر. 
۶ دص 72 ب 
۳( حرج وس عاملا مشتر کا. 
)٤‏ جد کسی باجر اء عملية القسمة. 
س 


إذا کان ٤‏ ص - ٢س‏ + / -. » فجد کی 


الحل 
في هذا المثال : مكنك إيجاد جك بطريقتين : 
الطريقة ة الأولى : التعبير عن ص بدلالة س ( إيجاد علاقة صريحة بين س» ص) 





اس - ۸ ١‏ وص 

بج ری ۲۲ وس ۲ 

الطريقة الثانية : اشتقاق طرفي العادلة بالنسبة إلى س باستخدام قاعدة السلسلة. 
5 5 

4 و سی مل وس = کے 

مثال رز 

إذا كان س۲ + ص۲< > س ص > فأحب عن کل تما یأتی: 

۱) جد ص . 

۲) جد ميل الماس الرسوم لمنحنى العلاقة عند النقطة ( ٣‏ ۳). 

ا حل 


1اس ۳۴ ےک اس ےط Ka‏ 
٦ص‏ ؟ ص - ٦س‏ ص = ٦ص‏ - ٣س؟‏ 
۳ص ( ص- ۲س) اص شس 


۲ 


ر _ ١٦ص‏ -۳٣س'‏ _ ۲ص - س 
گا ۲(ص۲-۱س) | ص" لاس 

۲) عندماش 5 ۲ ومن ۳ 

۲۳ -- ۷۲ 


xy ص‎ 


۵ منال ٣‏ 
إذا كان کے ای كان 3 قجد ص . 
اخل 


۶ ص هرم . جتاص ‏ ص = اس 


۱۶ ۵ 


٦ 


۸ ص ص - ص جتاص = ۲س 
سن رس ے اص اھ اس 


ص299۳ 0093" 
جد وس" ۶ھ ْ۶؟"ھ٭*“" 
70 كر مك Ta‏ اضر 
اس 2 2 ان 


بمكنك استخدام الاشتقاق الضمني لتعمیم مشتقة س ؛ عندما یکون ن عددا نسبیّا كما في 


النظرية الاتية : 
TT‏ 05 
اذا كان ور حاير ۰ حيث سل عدد : نسبی ٤٥‏ - سل (س)" 
البرهان 
عع 
ارفع طرفي المعادلة ص- س ن إلى الاس ن لتحصل على : 
۰ ن- كص _ - 
ق ے۳۳ مود < مس ۲۲ 
دص 8 س8 ١‏ 8 س ١‏ 8 س١‏ ہے ا ۲ ۷۳۰ ۲ 
سا ی ےچ ب ا چو بك يد ريك 
دس ل 5 دما ل 0 ریت 3 احی نا 
(س د ) 
إؤن کک ے سل سس ٠‏ 
ء وس ل تی 








٢١س‏ ؟ 
عندما س ح٦٥‏ تکون ص = ۲ وعليه تکون 
عص _ ۱ 7 ۱ 
كس عا ٢ا ١٠‏ ۲ 


اذا كان ق(س) اقترانا قابلا للاشتفاق عند س ‏ وكان ص ك (ق(س)) حيث ن عدد 


7 3 دص ,۰ھ ااه موم 
نسبي» فان FETT‏ 7 ن(ق(س)) ۲« ق(س) 


0۳۳ 


إذا كان ص“ ,| ه (س) ء وكان ه (س) اقترانًا قابلا للاشتقاق عند س فأثبت أنّ: 
دص  _‏ هه (س) 
0 “ماه (س) 
الحل 
۱ 
مك التعبیر عن صت ف (س) بالضورة سے (ه(س))۲ »ونا أن هد (س) اقتران قابل 
للاشتقاق عند س ‏ فیمکن تطبیق النتيجة السابقة لتحصل على : 
3 


۱ گت ١‏ ۳ 
کے × (ھ (س))7 ×ھے (س)- ل (ھ(س))' × ھ>(س) 
۲ ۲ 
١ ۳‏ 5 ےت 5 هھ (س) 
(ھ(س))' ۲ هھ(س) 


۱:۷ 





إذا كان (س - ص)* = س"۲ فجد حب عند النقطة ( 0 


الل 
اشتق الطرفين بالنسبة إلى س لتحصل على : 
5 
٥س‏ -ص)' (۱- وس ) = اس 
ہے کے ا 
و ۵ص ص 

کے سے 

کس س -ص)' 

کک کا شك سه 


٥ ٥ 


۶ س کر و 
(۰۰۱ 


تدریب ۲ | 
دص ۳ 
٠‏ پچ لکل ما يأتي: 


۱ ص + جتاس - 6 7 ) 2 


ف مثال (7 

إذا كان س = ظتا ۲ص فأثبت أن ص = - ص جا٤‏ ص 
الحل 

اشتق الطرفين بالنسبة إلى س 

|= (- قتا" اص)( ۲ ص) 


5 ۱۰ ۱2 
صر سج پہے - 2 حا" ٦ص‏ 
۱ 
ص > - ۲ (۲ ج ۲ ص) (جتا۲ص)(۲ص) ٦‏ جاس جتاس< جا٦س‏ 


١ 
ص)(۲ص)‎ ٤ جح (جا‎ - 
ص دك صن جح + صن‎ 
۱:۸ 


یب ۳ 


تدريب 
ا کا ا ٤‏ 2 فأثیت أن : 
ااا تت اا ناك کت ۲ 


a 


سا 


اذا کان ص کن » س< ان۳ ۰۱ فجن 





۲ 


ىو ص 
و 
<< ۱ 





تیے ی قاعدة السلسلة 





























ن ۲ کر 
لتحد عو اوہ ون © 
وس _ .رر کا ۱ 
LET‏ سووں 
دص _ ۳ رت 
ر 
۲ ۰ فك ی ی 
کک سبو ری 32 لان الاشتقاق بالسبة إلى س 
۳ ای ہے نے 
درز تم چہ وھ ن 
۲ 
ص ۱ 
عندما ن <۱ ۰ وس 2ه 
تدریب ٤‏ 
E‏ دو رت 
o Cc‏ سٰٰٰ1 ۰ 





تمارین ومسائل 


وص ہےے " ا 
)حم لكل ما پانی : 








أ )س + ٤‏ ص" = ١١‏ ب) ص = س" + ٤س"‏ 
ج) س ' + ص" = س ص د ) جا(س ص) = س" 
ف ری یا 
مايأتي : 
أ)(س ص)۲ < ٤س‏ ب) وس" + ۱۲-۲۳ 
ب) ص < س تا ص د ) جاس حر اص + ۲ 


۳) جد قيمة کے ج لكل من العلاقات الآثية نية عند النقط البينة إزاء کل منها : 


711 71 ۳ 

| اھ چا ۲5 2 ۰ 

وی )اس اح ان هر ط و 15> 0( )١-‏ 
3 ۲ 

ج) = + _ سے ۳ ۶ ۱ 

0D < + 


. إذا كان جارس + ص) = ص" جتاس؛ فجد ص‎ )٤ 

)٥‏ جد النقطة على منحنى العلاقة ,١س‏ + راص = ۳ التي يكون عندها المماس أفقيًا. 
اذا 1 ۔_ ۳٣‏ 5۳ 5دص 

)٦‏ ذا كان صر = ۲(۱۷س + )١‏ فجد شك 


۷( إذا کان س = جاص 1 فأثبت أ = ظاص قااص. 


۱۰۰ 


۸ إذا كان ص جتا۲س = س جا اص ‏ فجد كلد عند النقطة و 


£ ۲ 
۹) إذا كان س ص 2 جاس: فاثبت أن: س ص + ص +٣‏ س ص = ۰ 


۱ 
نے TT‏ دك 
٠‏ إذا کان ص ن” + ن کس ٤ن‏ فجد مس عند ن = ۱. 





۱ ذا کان س + ص د جا ص فأثبت أن: 
(ص) اع مع (ظنا ص- قتاص) 


۲)(ذا کان ص = جاس + س ص + فاأثبت أن : 


۲ص 
١‏ س 





صر + ص 2 


١١ 


يساوي: 
ه(۱- ظاس «ظاه) 


۲)(ذ كان ق(س) ‏ جا ٢س‏ فاستخدم تعریف الشتقة لایجاد ق (). 


ا ¢ ۰ > س< ۱ 


۳( لیکن ق(س) ۳ 


۲ = )١-(0 إذا كان ل(س) اقتر انا قابلا للاشتقاق عند س --۰۱ ل )= ۱ء‎ )٤ 
: فجد ق (-۱) فی كل مما يأتي‎ 


لس(" 
[ ) ق(س) کر س+ ۵ × ل(س) ب) ق(س) = لانت 8 
اه ...لا 
5 .7 ل(س) 5 ان 1 
ج) ق(س) = ل (س) - د د ) ق(س) = ظا( ل(س)) 


: أ ) إذا علمت أن ص = س ظا س » فأثبت أن‎ ٥ 
ص = ۲قااس( ۱ + ص)‎ 
: فأثبت أن‎ ۰ ١ ب) إذا كان جا ص = س » | س|<‎ 
1 ۱ وص‎ 


گی ا وق 


)٦‏ إذا کان ص = ن"- 4ن » س = ٢ن‏ - ۵ » فجد 


( 








۲ 





سر جن 


۷ ذا کان ق » ه اقترانین قابلین للاشتقاق؛ بحیث كان هھ (س) > ق(س): 
قَ(س ) = - ه ( س) » وكان ل(س) = (ھ (س))۲+(ق (س))"' » فجد ل(س) . 


۱۰ 


(س +۱)؛ ٤سے٠‏ 
)نكاد فیس 5 
أ ) جد ق (س) لجميع قیم س » س ٠.‏ 
ب) بین أن ق اقتران غير قابل للاشتقاق عند س = ٠‏ 
٩‏ ) إذا کان ص" = ق(۶س- س) » ق( ٤ =)٥‏ » ق(ه) = ق 
ا 


۰ إذا كان ق(س) = جاه(س) » ه (۱) - گج هه (۱) = نے وو 
فجد قّ(١)‏ علمًا بأنّ ق» ق قابلان للاشتقاق. 


١‏ إذا كان ق(س) = س" + ۲س » ه (س) = ۳س" ء فجد كلا مما يأتي: 
Î‏ )(ق (Cao‏ ب) (ق ۰ ه)*(۲) 


؟ ١‏ إذا کان ل(س) = ق(ه(س)). و کان ه(١) ٤=‏ > ل( )=۲ ق(؛)--ی فجد ه (۱) 


۱ 5 1 7 ۱ و 

۳) إذا كان ص = س ه (س) و کان ه(<1<)۱ ۰ -)١-(‏ ۰۲ فجد مج عند س- - ۱ 
(٤‏ إذا کان جا ص ظا سء فاثبت آن : ظا ل 
۲ قاآس+(ص)۲ 
۲ 








5-0 ¢ هه ۱ 
> س عد ۰ فابت أن ق (۵) = ب 


5 كان قرس = ے ۳۲ 


: 
)٦‏ إذا كان جتا ص - س ص = ۲س » فأثبت أن: 
صٌ ( س + جا ص ) + ص( ۲ + ص جتا ص ) = . 
۷ إذا كانت ص = أ جاس - ب جتاس » أ » ب ثابتان» فأثبت أن : 
(ص)' + ص'= "+ ب" 


۸ إ(ذا کان ص کی( )ص کار س" ¬ س ) › ق (1) = ٤‏ › ق(5) = ۸ 
۱ 01 5 
فحد وس عند س = ۲ . 


۱۰۳ 


8 ذا كان ق(س) = س" - س" » ه (س) = ۳س۲ + س » فجد كلا ما يأتي: 
[) (ق (a‏ (۱) ب) (ق ٥‏ ه)" (۱) 


بن 2 ۲ 2 ۳ 

۰ ) اعتماداعلی الشکل(4-۲) الذيعثل منحنى الاقتران ق في الفترة [-7»5]» جد كلا ممايأتي: 
أ ) قیم س حیث -۳ < س < ۳ التي يكون عندها الاقتران ق غير متصل. 
ب) قيم س حيث -۳ < س < ۳ التي يكون عندها الاقتران ق غير قابل للاشتقاق. 


ص 





الشكل(۲-٤)‏ 
)١‏ يتكون هذا السوال من (۸) فقرات من نوع الاختيار من متعدد» ويلي کل فقرة أربعة بدائل 
واحد فقط منها صحيح » ضع دائرة حول رمز البديل الصحیح: 
(۱) إذا كان منحنى الاقتران ق بمر بالنقطة (۰۲ ۳). وكان المماس ال مرسوم لمنحنى ق عند 
هذه النقطة يصنع زاوية قياسها ٤١‏ مع الاتحاه الموجب لمحور السینات: فان 


س٣‎ - ٦ ۲ س‎ 

۱ ۱ 5 

١) |‏ ب) س چ اسه سر )۲ 
١؟)‏ : ۱ حا۲س ١‏ ارق 

ی س 7۴ 

۶ 3 
ھ٠‎ -1 - 8 
١ SS 0", 


(*) السوٴال من أسئلة الاختبارات الدولية. 


١5 


۱ 
7 ا سرت ا - لاج + تساوي: 





ہیا : : 

اب مد شاد لاد 
)٤(‏ إذا کان ق(۲) ٦=‏ نان نب ۵۳۳۲ ف۳ 

أ( - ۱۸ ب) ۱۸ ج) - ٦‏ د)-٢‏ 


)٥(‏ إذا كان معدل التغير في الاقتران ق(س) في الفترة [-۲» م ] يساوي 





A ۶ 

3 فان ۵+(-۲) تساوي 
ا ١‏ 
3 


أ) ۲ ب) صفر بی) ٤=‏ د)ع 


)٦(‏ إذا کان معدل التغیر فی الاقتران ق(س) عندما تتغیر س من س إلى س + ه يساوي 
س'ھ -عس ھ'ء فان ۳(3) تساوي: 


)۹ ب) - ٩‏ ج) صفر د) - ۲ 


(۷) إذا کان ق(س) = | ٤‏ - ۲س| فان ق (۲): 


)۲ ب) - ۲ ج) صفر د) غير موجودة 


۲ ظط 2 3 فو سے 
(۸) إذا كان ق(٤)‏ = ه ‏ ق (4) = - ۰۱ ق(٤)‏ < ۲ فان =( س ) (4) تساوي: 
قو 


أ )۱۱ ب) - ۹ اكه د) 1 


هه ۱ 





ہی و« جو جو + ۰ 
تطبيفات التفاضل 
Applications of Differentiation‏ 


تم توظيف علم التفاضل في بحالات متعددة تخدم العلوم الأخرى» كعلوم الفيزياء والكيمياء 
واتصالها و محالات تزايدها وتناقصها ومجحالات تقعرهاء كذلك تم توظيف المعادلات التفاضلية 


في بحالات الاتصالات وال رکبات الفضائية وفي المجالات العسكرية» كما تم توظيفها في العلوم 
الحياتية والسكانية. 





یتوقع من الطالب بعد نهاية هذه الوحدة أن یکون قادرا علی: 

© ایجاد معادلة الماس عند نقطة. 

9 حل مسال هندسية علی الشتقة الأولى. 

© حل مسائل عملية على السافة والسرعة والتسار ع. 

© تفسیر مفهوم العدل الزمني. 

© حل مسائل وتطبیقات حياتية على العذلات الرتبطة بالزمن. 

© بیان العلاقة بین الشتقة الأولى لاقتران و محالات التزايد و التناقص له. 


© استخدام اختبار الشتقة الأولى في تحديد فترات التزاید والتناقص لاقتران معطی. 

© تحدید النقط ا حرجة لاقتران معطی. 

© بیان العلاقة بین الشتقة الأولى لاقتران» والقيم القصوی المحلية له. 

© استخدام اختبار الشتقة الأولى في ایجاد القيم القصوی الحلية و الطلقة لاقتران 
معطی إن وحدت. 

© استخدام اختبار الشتقة الثانية في تحدید فترات التقعر إلى الأعلی والی الأسفل» 
ونقط الانعطاف. والقیم القصوی. 

9 حل مسائل عملية تتضمن القیم القصوی. 








د بيت ت : ية وفيزيائية 





النتاجات 


سیا تا 


3 


702 معادلة الماس عند نقطة. 

سا مسائل هندسية علی اھ ایا 

س تحل مسائل عملية على المسافة» والسرعة والتسارع 

٭ تفسر مفهوم المعدل الزمني. 

ه تحل مسائل وتطبيقات حياتية على المعدلات المرتبطة بالزمن. 


7ت 
Geometrical Applications‏ 


تقاطع حور السینات والماس 
ق(س) = س۱+۲ عند النقطة (۲۰۱). 


انظر الشکل (۱-۳). 













تعلمت سابقا أن ميل الماس لنحنی الاقتران ق(س) عند النقطة (س,.ق(س)) يساوي 
المشتقة الأولى للاقتران ق عند تلك النقطة. 
أي أن ميل المماس عند (س .ق(س )) = ق (س ,)۰ وتسمى النقطة (س » ق(س)) نقطة تماس. 


۱۸ 











بشكل عام إذا کان للاقتران ص- ق(س) ق(س) 
مشتقة عند النقطة (س,»ص )» فعندئذ يكون 

ق (س).ونکون معادلة مماسه هي: قن 
ص - ص = ق (س ) (س - س ) 


الظر الشكل (۲ ۱ الشکل (۲-۳) 
OED‏ 


ا علمت أذ قز حي تنما جد معادلة کل من الاي والستقیم العمودي علی الماس 
لمنحنى الاقتران ق عند النقطة (40۱). 
الحل 
۱) معادلة المماس لمنحنى الاقتران 
ق(س) = س" + ۳ عند النقطة (40۱) هي : 





ص-؟ = ۱(3)(س - ۱( 
ق (س) = ٦س؛‏ ومنه ق (۱) = ۲ 
إذن معادلة الماس هي : ص- ع = ۲ 


ومنه ص اس ٣‏ 





۲) معادلة العمودي على المماس عند النقطة (40۱) هي: 
١‏ 


کے تب یھو 3 
ص- ص, س( (س - س, تذ کر 
و00 
و 0 دة ۲) المستقيم العمودي على منحنى اقتران 
چا ۹ عند نقطة هو نفسه ا 
و منه جج جج هو نفسه العمودي على 


ماس منحنی الاقتر ان عندهده النقطة. 


انظر الشکل (۲۳-۳). 


١5 


١1 


حد معادلة الماس والعمودي علی الماس لمنحنى الاقتران ق(س) = ,آس+۳ عند النقطة 
ON‏ 


ملاحظة 
یکون ماس منحنی الاقتران ق( س) عمو دیاعلی ماس منحنی الاقتران ه(س) عند نقطة تقاطعهما 


(س,؛ص))ء إذا كانت ق(س )ء هھ (س) موجودتین» وكانت (س) كاه (س) <-۱ 





إذا كان ق(س) = س » ه (س) = س ۲-۲ س+۰۱ فجد النقطة التي یکون عندها مماسٌا منحنيي 
الاقترانین ق ھ متعامدين. 
الحل 
قَ(س) = ١س‏ کرس او ؟ 
اسر ركم د كت 
أي أن ف اس یں ۱ 
١‏ 
ومنه )اس )ا جو کو 


زذن النقطة التی یکون عندها فاا منحنیی الاقترانین متعامدین هی ( ۱ 


ری من ص الخل. 


و 92 ات ع سے ١‏ 0 
بين أن ماس منحنی الاقتران 9 و ماس منحنی الاقتران ه (س) = س متعامدان عند نقطة 








.( 





سس 


بین أن لنحنی الاقتران ق(س) -س٢-٦س+‏ ۱۲ مماسًا أفقيًا عند النقطة (۳) ۳). 


اخل الماس الأفقي هو: 
و 7 الماس الذی‌یه از السیناٹ 
ميل المماس عند النقطة (س, » ص ) هو ق (س)؛ س الذي يوازي حور السينات 


ويكون ميله يساوي صفرًا. 





ق (س ) = سن جس 


۵( 2 2۷۲۲" ۳ 
ر ق(س) 
إذن لمنحنى ق ماس أفقي عند النقطة (۳۰۳). ١‏ 
انظر الشكل (4-۳). 0< ۲ 
سس 
٣ fo‏ ۲ ۱ 
الشکل (۳-) 


] 7 » ۰[ ق(س) - جااس ۹ الفترة‎ ٥٦ 


إذا کان ماس منحنی الاقتران ق(س) = س۳+۲س+۱ عند س = س يصنع زاوية قیاسها 6 4" مع 
الاحاه الموجب ل حور السینات» فجد إحدائيّى نقطة التماس. 
ا حل 


ق (س ) = ظا £ 


سب E‏ 
: ہے ا الاجاه الموجب ر 
١ 0‏ ا 





إذن نقطة التماس هي: (س, » ق(س)) -(-۱-۰۱) 


١1١ 


3 


(ذا کان الاقتران ۳7ج ا ر +۰۲ وکان قیاس زاوية فيل الماس لنحنی 


الاقتران ق عند النقطة (۲.ق(۲)) هو ۲۱۳۰ ۰ فجد قيمة الثابت ج . 


جد الاحدائي السيني للنقط التي يكون عندها الماس لمنحنى الاقتران ق(س) = س*-س 4+۳ 


موازیا للمستقیم الذي معادلته: ص+٤س+۱>.‏ 

اخل 

افرض أن ميل الماس م » و ميل المستقيم م . 

والنقطة (س, » ص ) نقطة التماس لمنحنى الاقتران ق. 

إذن م > ق (س) - ٤س‏ - ۸س, 

وعا أن ماس منحنى الاقتران ق عند النقطة (س, » ص ) يوازي المستقيم ل» إذن: 
e‏ 

زس حارس سس 

او سرن ۳ ۲ 


الس ,7) ارس ودس كلك 


زم س 
| 
ود 
۱ ام و 
او E‏ 





6 منال زرل 


لماذا؟ 


بين أن لمنحنى الاقتران ق(س) = س" + ۱ ماسین مرسومين من النقطة ( ٠ > ٠‏ )» ثم جد معادلة 


ا لحل 
النقطة (۰.۰) لا تقع على منحنی الاقتران ق» لماذا؟ 
افرض أنَّ النقطة (س,ءص,) نقطة تماس تقع على منحنی الاقتران ق. 
ی ۱ 

جس 
معادلة الماس هي: ص = ٢س‏ (س-٠)‏ 

سس نے سس 

ق(س,) = ص, 
رس 9 آ2 اس 
وس 1 
أي أن قیم س هي: -۱ ۱ 
نقطة التماس الأولى هي: (-۰)۲۰۱ نقطة التماس الثانية هي: (۲۰۱) 
انظر الشکل .)٠٥-(‏ ی 
.. معادلة الماس الأول هي: ص = ا 





الشکل (۵-۳) 


ا آن لنحنی الاقتران ق(س) ه-س۰۲ ماسین مرسومین من النقطة (۰»۳). 


١17 


سے تمارین ومسائل 


۱ ) جد ميل الماس لمنحنى الاقتران ق(س) = س ۲۲+ اس٥‏ عند النقطة ١(‏ 2 ۲). 
واج دج ۱۳ 

۳ ) جد النقط الواقعة على منحنی الاقتران ق(س) = س" - ٣س‏ + ۳ التي يصنع عندها الماس 

راد 

زارد اسا كد مع الاتحاہ الموجب لمحور السينات. 

٤‏ ) جد النقط الواقعة على منحنی العلاقة (ص- 4 )7 - س+۲ التی يكون عندها المماس موازيًا 
للمستقيم الذي معادلته: ٣س‏ + ٦ص‏ + ۲=. 

٥‏ ) جد معادلة الماس لمنحنى الاقتران ق(س) = س"-س+۳ بحيث یکون الماس عمو کیا 
على الستقیم الذي معادلته: ٦ص‏ - ۳س- ه =. 

7 ) جد معادلة الماس والعمودي علی الماس لسع الاقتران ق(س) - سل عند التقطة (۲۰۱) 

۷ ) جد قيمة كل من الثابتين ب» ج اللتين تمعلان الستقیم الذي معادلته: ص- س - ۰-٢‏ مامًا 
لمنحنى الاقتران ق(س) = س" + ب س + ج عند النقطة (۰۰ ۲). 

۲ 

۸) اذا كان الستقيم “ابر عدص + بح حور نحنی الاقتران ق(س) = عند النقطة 
(س »ص ) فجد قيم الثابت ج 

٩‏ ) جد معادلتي المماسين لمنحنى العلاقة س = ص" ٤<‏ ص عند نقطتي تقاطع منحناها مع حور 
الصادات. 


النقطة ( ۰۳ )١-‏ مع الا تجاه الموجب لحور السينات. 


3 
E e 


؟ )١‏ جد معادلة الماس شحنی الاقتران ق(س) = اس عند نقطة تماسه مع منحنی الاقتران 


1 8 
هرس) 5 س ےس تع 


۳) جد مساحة الثلث القائم الزاویة الکون من الماس الرسوم لمنحنى العلاقة ص || س» 


ء ۱) حخل السألة الواردة بداية الدرس. 


1° 


١11 


تطبيقات فيزيائية 
Physical Applications‏ 





سس ہی جس NTS‏ 


سرعة الجسم لحظة وصوله الأرض تساوي (- ٥٥م/|ٹ).‏ 


تعلمت سابقا أن السرعة التوسطة () فی الفترة الزمنية من ن إلى ن + ۸ ن لجسیم يتحرك 
على خط مستقیم؛ وفق العلاقة ل = ف(ن) هي: 


ل 


۸ن >` 
للجسيم عند ن ويرمز لها بالرمز ع. 


إذا تحرك جسيم على خط مستقیم و تحدد موقعه في اللحظة ن بالعلاقة قة ل = ف(ن) فإنَّ: 
السرعة اللحظية (السرعة) فی اللحظة ن هي ع حيث ع(ن) = ف(ن) 

وإذا كان فَ(ن) قابلا للاشتقاق في نه فإ ف (ن) = ع() یسمی تسارع الجُسیم في 
اللحظة ن ویرمز له بالرمز ت(ن). 


٩( منال‎ ٤ 

یتحرك جسيم على خط مستقيم وفق العلاقة ف(ن) = ن"- ٣‏ ن"- ۰۳ حيث ن الزمن بالثواني» 
ف المسافة بالأمتار» احسب سرعة الجسيم وتسارعه عند ن = > وان. 

الحل 

السرعة ع(ن) = ف (ن) = ۳ن۲- ان 

)= 4 ۲ماث 

التسار ع ت(ن) = ع(ن) دف (ن) = ٦ن.٦‏ 

ومنه ت(٤)‏ = ۱۸م /ث' 


إذا كانت ف(ن) = ٤‏ جا٣ن‏ - هجتا۳ن» حيث ف السافة بالأمتار» ن الزمن بالثواني» 
: 3 : 1 : 


كان 

يتحرك جسيم على خط مستقيم وفق العلاقة ف(ن) = ن"-٦ن'+١»حيث‏ ن الزمن بالئواني 
ف المسافة بالأمتار» جد سرعة الجسیم عندما ينعدم تسارعه. 

احل 

السرعة ع(ن) - ف (ن) = ۳ن؟- ۱۲ن 

التسارع ت(ن) - ف (ن) = ٦ن‏ - ۱۲ 

عندما ینعدم تسارعه فن ت(ن) =. 

ان 2۱۲ . 

ومنه ن <۰۲ أي ینعدم تسار ع الجسیم عندما ن = ۲ ثانية. 

ادن ع( ۱۲۱۵۲۲ (۲) حب اام رت 

تدریب ۲ 

إذاكانت ف(ن) -ن"-ون"+ه ١‏ نء هي العلاقة الزمنية لحركة جسيم على خط مستقيم» حيث 
ن الزمن بالثواني» ف المسافة بالأمتار» فجد تسار ع الجسیم في اللحظة التي تنعدم فيها سرعته. 





6 مثال (۳ 

قذف جسم رأسيًا للاعلی من نقطة على سطح الأرض» بحيث یکون ارتفاعه عن سطح الارض 
بالامتار بعد ن ثانية من بدء الشركة معطی بالعلاقة ف (ن) = ۳۰ن - هن" جد كلا ها یأتی: 
۱) السرعة الابتدائية للجسم. 

۲) أقصى ارتفاع يَصل إليه الجسم. 

۳) اللحظة التي تكون عندها سرعة الجسم ١٠م/ث.‏ 

5) الزمن اللازم حتى يعود الجسم إلى سطح الأرض. 


۱۹۷ 


۱۹۸ 


الحل 
)١‏ السرعة الابتدائية (ع ) للجسم هي السرعة التي قذف بها الجسم أي عندما (ن<۰) 
ح(ن) = ۵۱۰۳۰ ومنه ع = ۰ مات 
۲) یصل الجسم إلى آقصی ارتفا ع عندما تصبح السرعة ع = ٠‏ أي أنَّ ۰ ۱۰-۳ن -. ویتحقق 
ذلك عندما ن = ۳ ث» وعند هذه اللحظة تکون السافة القطوعة ف(۳) ٩۰‏ - ه ع حه ع م. 
۳) ع = ۱۰-۳۰ ن <۰۱۰ ومنه ن > ۲ انیة 
)٤‏ عندما یعود الجسم إلى سطح الأرض تکون ف = ٠‏ ومنه ۳۰ن -٥ن٢-,‏ 
ن (۳۳۰ - ون) = , ومنه ن دين" تانية 
ويا أن ن=. هي لحظة الانطلاقء إذن یعودالجسمإلی سطح الأرض بعد ٦‏ وان من بدء الحركة. 


تدریب ۳ 
عحل الساله الواردة درس 





SEY 
۲ء عن سطح الأرض سقوطا حرا حيث إِنَّ المسافة القطوعة بالأمتار‎ ٠ أسقط جسم من ارتفاع‎ 
بعد ن ثانية هي ف (ن) = دن" وفي الوقت نفسه قذف جسم من سطح الأرض للأعلى حيث‎ 
إنَّ المسافة التي يقطعها هي ف (ن) = ۰ ن - هن جد اللحظة التي يكون لهما الارتفاع نفسه‎ 

عن سطح الأرض. 

احل 

یکون الجسمان على الارتفا ع نفسه عن سطح الأرض عندما ف (ن) + ف (ن) ١۱۲۰م‏ 
ون" +. 5ن - ونآ<. ۱۲ 

٠ن‏ < ۱۲۰ ومنه ن = ۲ ثانية 


أي أن الجسمين یکونان على الارتفا ع نفسه بعد ثانیتین من بدء حركتهما. 





تمارین ومسائل 


۱) يتحرك جسيم على خط مستقیم وفق العلاقة ف(ن) = 2-۳0 ۲۵+ ون + ۰۳ حيث ن الزمن 
بالثواني» ف السافة القطوعة بالامتار فجد كلا مما يأتي: 

أ ) السرعة الابتدائية للجسیم. 

ب) تسارع الجسیم لحظة سکونه. 

سر كسب غل خط سط رتو الحلاقة زنك اب لے 
۲) يتحر جسیم علی مستقیم وفق قة ف(ن) = ۲ - 3 ین 

ن3 [. » ے-] حيث ف: السافة بالامتارء ن: الزمن بالئواني جد تسار ع الجسیم عندما 


تکون سرعته || ۳ م/ث. 
۳) قذف جسم رأسیّا إلى الأعلى من نقطة على سطح الأرض بحیث کان بعده عن سطح الأرض 
بعد ن ثانية هو ف(ن) = 4,5 ١ن‏ - ۹٤ن"‏ مترء فجد كلا مما ياتي: 
أ ) أقصی ارتفا ع یصل اليه الجسم عن سطح الأرض. 
ب) تسارعه في اللحظة ن. 
ج) سرعة الجسم لحظة وصوله إلى سطح الارض. 


)٤‏ قذف جسم رأسيًا إلى الأعلى من نقطة على سطح الأرض؛ بحیث يكون ارتفاعه عن سطح 
الأرض بعد زمن ن ثانية هو ف(ن) ۲۵۱-۵۱۲۸ قدم» فجد كلا مما يأني: 
أ ) مجموعة قیم ن التي تكون عندها السرعة سالبة. 
ب) آقصی ارتفا ع یصل اليه الجسم عن سطح الأرض. 
ج) تسار ع الجسم عند أي لحظة. 
د ) سرعة الجسم الابتدائية. 

ه) قذف جسم رأسيًا إلى أعلى من نقطة على سطح الأرض؛ بحيث يكون ارتفاعه عن سطح 
الأرض بالأقدام بعد ن ثانية معطى وفق العلاقة ف(ن) = ٦۹ن‏ -5١ن".‏ جد سرعة الجسم 
عندما يكون على ارتفاع ۸۰ قدمّا. 


7) قذف جسم رأسيًا إلى الاعلی من نقطة على سطح الارض بحيث إِنَّ بعده عن نقطة القذف 
بعد ن ثانية من بدء الح ركه معطی بالعلاقة ف(ن) = أن - ون" بالامتار» فجد قيمة أعلمًا بان 


أقصى ارتفا ع وصل اليه الجسم ۸۰ مترا. 


۷ فُذف جسم رأسيًا إلى آعلی من نقطة على ارتفاع ۰ " مترا من سطح الارض وفق العلاقة 
ف(ن) = ۰ ن-٥ن؟‏ حيث ن الزمن بالثواني» ف المسافة بالأمتار » جد كلا مما يأتي: 
أ ) الزمن الذي يستغرقه الجسم حتى يعود إلى نقطة القذف. 
ب) الزمن الذي يستغرقه الجسم حتى يعود إلى سطح الأرض. 
ج) أقصى ارتفا ع يصل اليه الجسم عن سطح الأرض. 
د ) متی تصبح سرعه الجسم ۳۰ م/ث ؟ 
ھ) متی یصبح ارتفاع الجسم ۱۳۵ مترا عن سطح الأرض؟ 


۸) اسقط شخص حسمّا من السکون من سطح بناية وفق العلاقة ف (ن) = ۲ ۲۵۱ وفی اللحظة 
نفسها قذف شخص ثان جسمًا عمودیا إلى أسفل بسرعة ابتدائية مقدارها ۲۰ قدم/ث من 
57 ۰ 7 ۰ 5 5 5 سو و 7 3 ۱ 3 
من ارتطام الجسم الثاني بالأرض» فجد ارتفاع البناية. 


۹( يتحرك جسيم على خط مستقيم بحيث إن سرعته ع =۷ ف و > ف > ف: المسافة 
بالامتا إذا علمت أن تسارعه ۰۳2/2۸ فجد قيمة الثابت أ. 


۰) يتحرك جسيم على خط مستقیم حسب العلاقة ع۲< ۱ - ۲ف" حيث ع السرعة» ف 


السافة بالأمتار. 


جد تسار ع الجسیم عندما تنعدم سرعته. 


۱۷۰ 


العدلات المرتبطة بالزمن 





3 


الصاروخ» کان مشاهد جالسّا على الأرض ينظر إلى الصارو خ» جد معدل تغير زاوية ارتفا ع 
نظر الشاهد عندما یکون الصارو خ على ارتفاع 4۰۰ متر من سطح الأرض. 


1 کی شض 7 ہا لے ۱ کت ۱ 
تعلمت سابقا أن وس" هو معدل تغیر ص بالدسبة للمتغیر س في حالة ارتباط ص بالتغیر س» 
غير أن هناك حالات آخری كثيرة فیها ارتباط بين عدة متغیرات» وكلّ منها له علاقة بالزمن 


5 7 ۲ ۱ 
یر معدل تغير ص بالنسبة إلى الزمن ن. 


١ 5 ۳ 5‏ 
ES‏ 
تتحرك نقطة على منحنى العلاقة س" + ص۲- هس+ ۳ص- ٦‏ ےہ فاذا كان معدل تغير 
إحدائيها السيني بالنسبة إلى الزمن ۳ سم/ث عند النقطة (٠۲۰))ء‏ فجد معدل تغير إحداثيها 
الصادي بالنسبة إلى الزمن عند النقطة نفسها. 
الحل 
افرض أن النقطة (س»ص) تقع على منحنی العلاقة. 
العطیات : گید = ۳ سم/ث » عند النقطة (۰۱ ۲). 
5 ا 
الطلوب : و عند النقطة (۲۰۱). 
33 ۲ إ ۔ گا و 2 : ہے ے2 5 
وللحصول على علاقة تربط بین المعدلات ب , حت اشتق طرفي المعادلة ضمنيًا بالنسبة إلى 








۱۷۱ 


۱۷۲ 


کے کن عمش نا گگں ی 
روہ جو تو ہرد موہ اہج 


5 5 ۳ 
(۲اص+۲) شك + ووس -ه) گید -, 


۲۵ 
دصح ___ آ لاہ کس E‏ 
ون ۲ص۲۳ ؟ ون 


مه کس سے ۳ سے پ ےر ا 
وبتعویض تد = ۳ س ١۱ء‏ ص۲2 ند آن: 


5 
=٣ × < 3‏ بي سماٹ 


أي أن معدل التغیر فی الإحداثي الصادي عند النقطة (۰۱ ۲) يساوي ل سماث. 


قرص معدن داثري الشكل یتمدد باحرارة عنافطا علی تكله تزداد مساحة سطحه معدل 
"سم" /ث» جد معدل تغیر طول نصف قطر القرص؛ عندما یکون طول نصف قطره ۳سم. 
اخل 

افرض ان 

نق = طول نصف قطر القرص في اللحظة ن. 


الطلو ب کت میں نق = ۳سم. 

العلاقة التي تربط بین متغیرات المسألة م» نق هي: 

م < 7۲ نق" مم رب 
با( 
٢=‏ وزی کف 
وبالتعویض عن جیگ = "سم" /ثء نق = ٣‏ سم في العلاقة (۲) تد أن: 


۳ 
كبن "رنف ۷ ۳سم سے 


۰ وق سه 5 
وما aE ET‏ بث 


ع وت ۲ 5 ۱ ۱ 
أي أن طول نصف قطر القرص یزداد.ععدل سس سم/|ث. 


تدر ١‏ 
كرة من الحليد تتصهر بسبب الحرارة بحیث تبقی محافظة على شكلهاء إذا کان طول نصف 
قطر ها یتناقص۔معدل ٠ , ٠ ١‏ سم/ث » فجد كلا ما يأتي: 
١‏ ) معدل تناقص حجم الكرة عندما يكون طول نصف قطرها ۰ ۱سم. 
؟) معدل تناقص مساحة سطح الكرة عندما يكون طول نصف قطرها سم. 
EE‏ 
رجل طوله ١,۷‏ متراء يسير على أرض مستوية بسرعة ۲م/ث مبتعاعن عمود کهرباء 
في قمته مصباح» ير تفع ۱ ره أمتار عن سطح الأرض» جد معدل تغیر طول ظل الر جل. 
الحل 





اوم 
افرض أن: س بعد الرجل عن عمود الكهرباء. 

ظا ۱ ۱ 
ص طول ظل الرجل ,جح ال 0 
انظر الشكل (TT)‏ الشكل (۲-۳) 
حدد الثوابت والمتغيرات والعذلات الزمنية العطاة والمطلوبة كما يأتي: 


امعطیات: 

الثوابت: طول الرجل = ٠,۷‏ م » طول عمود الکهرباء = ١و٥‏ م 

التغیرات: بعد الرجل عن عمود الكهرباء س ء طول ظل الرجل ص . 

العدلات العطاة: كب = ۲ماث 

المعدلات المطلوبة: 00 

ابحث عن علاقة تربط بين المتغيرات س» صء فتجد من خلال تشابه الثلئین أب ج ده ج أن: 


۳ و  _‏ سن 7ض 


ا + ۱ 
كه ید ص 5 بت 5 سے 35 
ده ص سد ۹۷ ص وهنه صن س ی 





DA! 


وللحصول على علاقة تربط بين العدلات: ككك , كب اشتق طرفي العادلة (۱) ضمنيًا 


ون ون 
بالنسبة إلى الزمن فتحصل علی: 
وص _ كس ور عق ےآ د 
۲ 0 1 1 منه ا سس SES‏ 2 (۲( 


:0 . 5 : 5 5 و 
وبالتعويض عن حت في المعادلة (۲)» تجد أن: 
۱ ۱ 
ی لديا ۲-۔ ام اث. 


أي أن طول ظل الرجل یزداد.ععدل ١‏ اث. 


تدريب ۲ 


في مثال (۳) جد معدل تغير بُعد راس الرجل عن المصباح؛ عندما يكون الرجل على بعد ۳ 
أمتار عن عمود الكهرباء. 


SEE 
یرتفع بالون رأسيًا إلى أعلى.معدل ثابت قدرهٌ 4۰ م/د» رصدهُ مشاهد یقف على الأرض» ويبعدٌ‎ 
عن موقع البالون على الأرض» جد معدل تغير زاوية ارتفاع نظر المشاهد للبالون؛ عندما‎ م٠‎ 
5 يكون البالون على ارتفاع ١٠١١م عن سطح الأرض.‎ 

۱ 5 


افرض أن ه زاوية ارتفا ع نظر الشاهد في اللحظة ن» 





7 8 وت 
وأن ص ارتفاع البالون عن سطح الارض؛ 
انظر الشكل (۷-۳). الاك نیہ 
(الشاهد) اك ۳ 
ال ۷۳ 
0 سي 
دل 
المطلوب : كب عندما ص = ۱۲۰م 
00 پل ِء 


۱۷ 


وباشتقاق العلاقة (۱) ضمنیٌا بالنسبة إلى الزمن نحد أنْ: 
3 وها ١‏ وص 
قااه × سو اید ے nas E‏ اک 
وا و ٠ All‏ اق یر وک ا 1 
عندما ص = ۱۲۰م یصبح المثلث القائم متطابق الضلعین, فعندئذ تصبح ه = - ء وبالتالی 
قا اه = ۲ء وبالتعویض فى العادلة (۲) تحد أنْ: 


وه ١‏ وه ۱ 
ہر جو رر ا و0 


٤‏ 000 1 ٘٘ ی ار ہ۶۷" 
E‏ 

۱) عندما یکون قیاس الزاوية الحصورة بینهما 1۰ . 

٠.۱۱ ل‎ 

قارن بین الاجابتین وفسر ذلك. 


ow 

دائرتان متحدتان في المركز» طولا نصفي قطريهما هسم ۲۰سم. ابتدأت الدائرة الصغرى تنسع 
بحيث يزداد طول نصف قطرها.ععدل ؟سم/د» وفي اللحظة نفسها أخذت الدائرة الکبری تصغر 
بحيث يتناقص طول نصف قطرها ععدل ١سم/د»‏ جد معدل التغير في المساحة المحصورة بين 
الدائرتين في اللحظة التي تنطبق الدائرتان على بعضهما. 

الحل 

افرض أن الزمن لتغیرهما هو ن دقيقة 

طول نصف قطر الداثرة الصغرى = ٢۲ن‏ ماذا؟ 

طول نصف قطر الدائرة الکبری = ۰ ؟- ن ماذا؟ 

م(ن) الساحة الحصورة بینهما 


م(ن) - ۲ (۲)۵-۲۰ ع زه + (iY‏ 


الطلوب: كبك عندما م = ۰ أي عندما ۲۰-ن = ه + ٢ن‏ 


Vo 


ومنه ٣ن‏ ع ۱ 
.٭. ن = ٥‏ دقائق. 

گم ۱ ۱ 
م۲۳ 2۲۰7۲ ن) - ع 1۲ ره + (OY‏ 


عندما ن = ۵ فان سح =۲ 7( (ll. Fo)T )-٥‏ = ۰ سم اد 


وبصورة عامة, لحل مسائل العدلات الرتبطة بالزمن عکنك اتباع ا خطوات الاتية: 

۱) ارسم شکلا تقرییّا للمسالة موضا عليه البیانات المعطاة» إن آمکنك ذلك. 

۲٢‏ حدد الثوابت و التغیرات. و العدلات الزمنية المعطاة و الطلو بة. 

۳) ابحث عن علاقة رياضية مستعینا بالرسم تربط متغیرات المسألة؛ بحیث تکون معدلات جميع 
متغیرات المسألة معلومة باستثناء العدل الطلوب إيجاده. 

)٤‏ عوّض عن الثوابت في العلاقة التي حصلت علیها قبل إجراء عملية الاشتقاق لطرفیها في 
حالات معينة تتطلب ذلك. 

)٥‏ اشتق طرفي العلاقة التي حصلت عليها بالنسبة إلى الزمن؛ للحصول على علاقة أخرى تربط 
بين المعدلاات. 

)٦‏ عوّض بالقيم المعلومة لإيجاد المطلوب. 


اہ 


سے تمارین ومسائل 


(١‏ مکعب من الثلج یتناقص طول ضلعه .ععدل ۱ سماث جد معدل التغیر في کل من 
حجمه ومساحته الكلية؛ عندما یکون طول ضلعه ۰ ۱سم. 


۲ يرتكز سلم طوله ٥‏ آمتار بطرفه العلوي على حائط عمودي» وبطرفه السفلي على آرض 
مستوية إذا تحرك الطرف السفلی مبتعدًا عن الحائط ععدل ل ماث» فجد سرعة انخفاض 
الطرف العلوي للسلم؛ عندما یکون طرفه السفلي على بعد ٣م‏ عن ا حائط. 

۳) قمع على شکل مخروط دائري قائم قاعدته للأعلى» فإذا كان ارتفاع القمع ۱سمء وطول 
نصف قطر قاعدته ۸سی صب فيه سائل.ععدل ۲سم"/ث جد معدل تغیر مساحة سطح 
السائل في القمع عندما يكون ارتفاع السائل ۸سم. 

)٤‏ انطلقت سفينتان من الميناء نفسه في اتحاهين مختلفين على شكل خطين مستقيمين» قياس الزاوية 
بينهما (۹۱۲۰)ء إذا كانت سرعة الأولى ٠١‏ كم/ساعة» وسرعة الثانية ٠٤‏ کم/ساعة فجد 
معدل تغير البعد بينهما عندما يكون بعداهما عن نقطة الانطلاق ٦‏ کی ۸ کم على الترتيب. 

)٥‏ بدأت النقطتان أء ب الحركة معًا من نقطة الأصل (م)؛ بحيث تتحرك النقطة ب على المحور 
السيني الموجب مبتعدة عن نقطة الأصل بسرعة ۲سم/ث. وتتحرك النقطة أفي الربع الأول على 
منحنی الاقتران ق(س)س" بحیث تبقی أب دائمّا عمو دة على حور السينات المويخب» حد: 
أ ) معدل التغیر فی مساحة الثلث أب م بعد ثانية واحدة من بدء الحركة. 

ب) معدل التغیر فی طول وتر الثلث أب م بعد ثانية واحدة من بدء الحركة. 


)کل السألة الواردة فى بداية الدرس. 


۷) بدأت نقطة ا حرکة على داثرة مر کزها نقطة الأصل من النقطة (٥ء‏ ۰) باتحاہ عکس عقارب 
الساعة» بحیث يزداد طول القوس الداثري الذي ترسمه النقطة فی أثناء حرکتها .معدل 


5 520 0 7 ۲ راد 


¥ 


۱۷۸ 


» تتمدد أضلاع مربع .معدل ٤سم/ث» رسمت دائره حول المربع بحيث تلامس رووسه‎ (A 
وأخذت تتمدد مع ا مربع بحيث تبقى محافظة على شكلها ووضعهاء جد معدل التغير في‎ 
۱سم.‎ ٠ مساحة المنطقة الحصورة بين الدائرة والمربع» عندما يكون طول ضلع المربع‎ 


۹ مصعدان کھربائیان مستقران فی الطابق الأرضىء المسافة الأفقية بينهما ۸ أمتار» بدأ المصعد 


الأول يرتفع إلى الاعلی بسرعة ۲ م/ث » وبعد ثانيتين بدأ الصعد الثاني في الارتفاع بسرعة 
١م/ث‏ . جد معدل تغير المسافة بين المصعدين بعد ثانيتين من بدء حر كة المصعد الثاني . 











النتاجات ٠‏ 
س حدد النقط ا حرجة لاقتران معطی. 
ه تحدد فترات التزاید و التناقص لاقتران معطی. 
« تستخدم اختبار الشتقة الأولى في تحدید فترات التزاید و التناقص و القیم القصوى» إن و حدت. لاقتران معطی . 
« تتعرف مفهوم التقعر ونقط الانعطاف. و تحدد فترات التقعر لاعلی ولأسفل لاقتران ما باستخدام المشتقة 

الثانية, 

ه تستخدم اختبار الشتقة الثانية لتعيين القیم القصوی المحلية. 
ه تحل مسائل عملية على القیم القصوی. 


Critical Points 





جد النقط ا لحر جة للاقتران ق(س) = | س۲ - ٢س‏ | س ۱[3 ۳]. 





سيتناول هذا الدرس تطبیقا آخر للمشتقة الأولى» وهو النقط الحرجة. 


إذا كانت س, ضمن محال الاقتران ق» فان القيمة س, تسمى قيمة حرجة للاقتران ق إذا تحقق آن: 
3 (س ) = ٠‏ أو ق (س) غير موجودة. وفي هذه ا حالة تسمى النقطة (س ,»ق(س,)) 
نقطة حرجة للاقتران ق. 


۷۹ 





۱۸۰ 


جد النقط ا حرجة للاقتران ق(س) = ٣س"‏ - س" »س 3[ -۰۲ ؟] 

اخل 

ق (س) = ٦س‏ - ۳س" ۰ ق(س) -. عندما ٦س‏ -٣س'-‏ ومنه: 

۳س(۲ - س) ٠=‏ أي عند: س>٠ء‏ سے ۲ وکلاهما في الفترة [-25 ۳] 

وتکون ق(س) غير موجودة عندما س = -۲» س- ۳ (أطراف الفترة) 

وعلیه یکون للاقتران ق آربع نقط حرجة هي: (۷)٣ ١٢-(‏ <( <) ۶( ۰۳ ۰) 


جد النقط ا حرجة للاقتران ق(س) ‏ س" -۱۲س +۰۱ س 3 [-۳۰۳] 


0۳ 
5 .9 ۱ 
جد النقط الحرجة للاقتران ق(س) = جا س  -‏ جا" س » س 3[ ۰۰ 7] 
احل 
ق (س) = جتا س- جا"س جتا س = جتا س(۱- جا"س) ق (س) = جتا آس 


ق (س) ٠>‏ عندما: 





ء 1 
اک ٠١‏ ای غندس كم 


وعليه يكون للاقتران ق ثلاث نقط حرجة هي: 


1 
(۰0۰) رک لی ©( 
تدریب ۲ 
جد النقط ا حرجة للاقتران ق(س) = جا س- جااس » س 3[ ۰۰ 7] 


جد النقط ا حرجة للاقتران ق(س) = 7|غ- س" , مرو [--۳۰۳] 


اخل 

قَ(س) = 7ے 

3(س) = ۰ عندما البسط - ٠‏ أي آن س ے٠‏ 

وتكون ق(س) غير موجودة عندما المقام = ۰۰ وعند أطراف الفترة» أي عندما 
س<-۲ س = ۲٢ء‏ س = -۳) س = ۳وعلیه يكون للاقتران خمس نقط حرجة هي: 


ونس ام ےن ۱ Yt ۹ FCG Vere‏ ۳ اده ) 


جد النقط ا حرجة للاقتران ق(س) = ۷ س" ۰ س 3[-5١؟]‏ 





بمثل الشکل (۸-۳) منحنى المشتقة الأولى للاقتران 
ق(س) المعرف على الفترة [-۲۰۲] اعتمد على 
ذلك في تعيين النقط ا حرجة للاقتران ق. 


اخل 

للاقتران نقط حرجة عندما ق(س) -.., أو غير 
موجودة (ویکون ذلك عند القطع السيني لنحنی 
ا لشتقة الأولى و أطراف الفترة) 

آي عندما س< -۰۱ ۰۲-۰۱ ۲ 

وعلیه یکون للاقتران أربع نقط حرجة هي: 
(-نى ۰۱78 (۰۱ ق(١))ء‏ (-۰۲ ق(-٢)()ء‏ إى ۲(3)). 





٤ تذدریب‎ 


44 


٣‏ ۰ کک" 


۱۳۸۱ 


تمارین ومسائل 





۱) جد النقط احرجة لكل من الاقترانات الاتية: 


أ ) ق(س) = س*-س+۱ ۰ س 3 [-۲۰۲] 
ب) ق(س) = جاس+ جتاس ‏ ۰س 3 [۰۰ 7۲۲] 
ج) ق(س) = س" | س- |١‏ ×س و ۳ ۲ 
د ) ق(س) </جتااس س ]7:٠0[3‏ 

س +۱ > -۲<س < ۱ 
ماد Ey‏ 


۲٢‏ جد قيم أ» ب التي بحعل للاقتران ق(س) = س" + أ س" + ب س نقطتين حرجتین 


۳ عثل الشكل (۹-۳) منحنی المشتقة الأولى 
للاقتران كثير اخدود ق المعرّف على رال ےب N‏ 
الفترة[ ]۳٣۳٣-‏ اعتمد على ذلك في تعيين 


النقط ا حرجة للاقتران ق. 


ےن 


)٩-۳( الشکل‎ 


١ = ٢س‎ 


)٤‏ جد النقط ا حر جة للاقتران ق(س) = و می 


1A۲ 


التزاید والتناقص 





Increasing and Decreasing 


اعتمادا على الشکل (۱۰-۳) الذي عثل منحنى الاقتران 


کو ا پ اش 
ق(س) - 
سام ۰ ۱<س <۳ 


صف سلوك منحنی الاقتران ق كلما زادت 





لاحظ من خلال الشكل (۱۰-۳) ما يأتي: 

)١‏ فی الفترة [-۰۳ ]٠‏ كلما زادت قيم س زادت قيم ق(س)» وفي هذه ا حالة يكون ق متزايدًا 
على الفترة[-۳ ۰] مثلا-۲ < -۱ وأيضًا ق (-۲) < ق .)١-(‏ 

٢۲‏ وفي الفترة [ ۰۰ ۱] كلما زادت قیم س نقصت قیم ق(س)ء وفي هذه ا حالة یکون ق متناقصًا 
على الفترة [ ۰۰ ۱] مثلا (-< ۱ وایضاق وطح > ق (۱). 

ای نو ی ری رہ و و‫ ابا 
على الفترة [ ۰۱ ۳] مثلا Eee‏ چ یر 

EEK 

اذا كان قرس )اف انامه فا على الفترة [ اء ب ] وكانس 00 5 ب]»عندئذيكون الاقتر تران ق : 
۱) متزایذا علی الفترة [أ» ب] إذا كان ق(س) < قل(س,) لکل س,< س, 

۲) متناقصًا على الفترة ا 

٣‏ ثابنًا على الفترة [ أ» ب] إذا كان قلاس,) = ق(س,) لکل س < س, 


ومن التعريق لاحظ أن الاقتزان ق یکون متزایدٌا عندما يضعد منحناه إلى الأعلى كلما ت ركت 
س إلى اليمين» ويكون متناقصًا عندما يهبط منحناه إلى أسفل كلما تحركت س إلى اليمين. 


AY 


١5 


في الشكل (۱۱-۳) إذا رسمت مماسًا لمنحنى ق في 
الفترة (-۰۰۳) تحد أن المماسسّ يصنع زاوية حادة (ه) 
مع الاتجاہ امو جب لمحور السينات. 

ومنه ظاه, > ٠ء‏ ماذا تتوقع أن تكون إشارة ق(س)؟ 
را رشت انا کن فی الفترة ر عدار 
الماس يصنع زاوية منفرجة (ه,) مع الابحاه ال وجب الشكل (۱۱-۳) 


ومنه ظاه, < ۰ ماذا تتوقع أن تکون إشارة 3(س)؟ 


ال نظریه رو ۱ 
إذا كان ق(س) اقترا منصلا على الفترة [ أءب ]» وقابلا للاشتقاق على الفترة ( آب) وكان: 
۱ ق (س) > ۰۰ لجميع قيم س 3(أء ب)» فإِنَّ ق(س) یکون مترایدا على الفترة [أ» ب]. 
۲) 3 (س) < ۰۰ میع قيم س 3(أء ب)» فإِنّ ق(س) یکون متناقصًا على الفترة [أء ب]. 
۳) (س)> ۰۰ لجميع قيم س 3(أء ب)» فان ق(س) یکون ثابتًا على الفترة [أ» ب]. 

بمكنك من خلال هذه النظرية تحدید فترات التزاید والتناقص للاقتران ق» وذلك بایجاد الشتقة 

الأولى للاقتران ق ء ودراسة اشارتها كما في الأمثلة الانية: 

GE 

حدد فترات التزاید وفترات التناقص للاقتران ق(س) = س۳- ٣س‏ » س 3[-۰۲ ۲ ] 

الحل 

ق اقتران متصل على الفترة[-” ۰ ۲] وقابل للاشتقاق على الفترة(- ۲» ۲) لأنه على صورة كثير حدود 


ق(س) = ۳س۲- ۳ ق(س) =۰ عندما ۳(س -۱)(س + ۱) -, 








کو سو كاد عون ۱۳ الجدول (۱-۳) 

يبين الجدول (۱-۳) إشارة ق(س)» ق(س) سب رس مس 

وبتطبیق النظرية آعلاه تحد ان 87+ ےا 
تست ۲ ۱ ہا 3 


۱ 3(س) ٠>‏ على الفترة (-۰۲ -۱) والفترة (١ء‏ ۲) وعلیه یکون ق(س) اقترانًا متزايدًا على 
الفترين ۳-۵۳ .۱۱ :۱ ]: 

۲ (س) < ۰ على الفترة (-۰۱ ۱) وعلیه یکون ق(س) اقترانا متناقصًا على الفترة [-۰۱ ۱] 

وا جدول (۱-۳) یوضح إشارة ق(س) وفترات تزايد الاقتران ق» ویعبر عن التزاید بالرمز (/)» 

كما یوضح الجدول فترات تناقص الاقتران ق» ویعبر عن التناقص بالرمز ( × ). 

لاحظ أنه لتحدید إشارة المشتقة الأولى على فترة معينة بين نقطتین حرجتین؛ تقوم باختبار إشارة 

الشتقة الأولى عند أي قيمة داخل الفترة وما تحصل عليه من إشارة لهذه القيمة عثل إشارة الشتقة 

الأولى على كل هذه الفترة. 

حدد فترات التزايد وفترات التناقص للاقتران ق(س) = ٣س'_‏ س٢_ ٢‏ 


حدد فترات التراید وفترات التناقص للاقتران ق(س) = جتاس» س 3[ ۰۰ ۲۲ ] 


احل 
ق اقتران متصل على الفترة [۰۰ 7۲۲ ] وقابل للاشتقاق على الفترة (۰۰ ۲۲) 
ق(س) = - جحاس 


الجدول (۲-۳) 
وا جدول (۲-۳) يبين إشارة ق(س)» وبتطبیق 


اختبار المشتقة الأولى في التر اید والتناقص تکون: بت ره 
ق(س) < ٠‏ لکل س 3(. ء م) وعليه يكون تس 07 7۲ : 
ق(س) اقترانًا متناقصًا على الفترة [ ۰ ۲ ] 

کو 2 کرس 53 7۲). 

وعلیه یکون ق(س) اقترانا متزایذا على الفترة[ ۰75 7۲۲]. 

تدریب_ ۱ 


حدد فترات التزاید وفترات التناقص للاقتران ق(س) = جااس» س 3 [ ۲۰۰ 7۲ ]. 


۱۸۰ 


۱۸۹ 


حدد فترات التزاید وفترات التناقص للاقتران: ق(س) = ۷ س۳-اس۲ 


الحل 
۶۳ وپ 
اس 
ق (س) = 7 
کے - ٦س؟)'‏ 


ق(س) ٠=‏ عندما البسط >۰ 

ومنه س" - ٤‏ س-., أي أن س = ٠‏ » س = 4 

ق (س) غير موجودة عند أصفار المقام أي عند س< ۰« س٦‏ 

والجدول (۳-۳) يبين إشارة ق(س)» وبتطبیق اختبار الشتقة الأولى في التزايد والتناقص تكون: 


احدول (۲-۳) 
مروت غير موجودة 
(شارة ق (س) كت +++ | سس ی 


قيم (س) 


3(س)> ۰ لکل س 3 ٤( ۰ ٥¬‏ » 0 ) وعلیه يكون ق(س) اقترانا متزايدًا على الفترتین 
)¬ ٢۰ء‏ ]£ ) 


3(س)< ۰ لکل س )٥٥٤(3‏ وعلیه یکون ق(س) اقترانا متناقصًا على الفترة [ 40۰ ]. 


تدریب ۳ 
حدد فترات التزايد وفترات التناقص للاقتران: ق(س) > اس ١‏ » سس و ج. 


JE 
لكي ۰ ست‎ 

إذا كان ق(س) = [س+٤‏ | > ۰ <س<١‏ 
اسا ۰ ۱ <س 








فحدد فترات التزاید وفترات التناقص للاقتران ق على مجاله. 


| 
خل یں ا 4 سے٠‏ 
آعد تعریف الاقتران ق(س) = 3 ون جر مش کا 
۳س ١‏ > ۱ <س 
س1۳ 1 سح ٠‏ 
3(س) = ۰ > <٠‏ س<ا 


۳ > ۱ <س 


تكون ق(س) غير موجودة عندما س <۰۰ س ح٠‏ 
س + عندما ٣س‏ + د أي أن س خم 





الجدول (1-۳) 
اشا <723 غير موجودة ۱ غير موجودة ۰ 
رة ق (س) 03020 صفر ۱ 22 مات کے 
قيم س ۱ ۳۴ 


والجدول (4-۳) یبین إشارة ق(س)» وبتطبیق اختبار الشتقة الأولى في التزاید والتناقص تکون: 
ق(س) < ۰ لکل س 3( -٭ه ۰ -۳) وعلیه یکون ق(س) اقترانا متناقصًا على الفترة (-٭ » -م] 
3(س) > ۰ لكل س 3 (-۰۳ ۰۰ (۰۱ )٥‏ وعلیه یکون ق(س) اقترانا متزايدًا على الفترتین 
(o ۰۱[ ۰1۰۰ ۳-[‏ 

3(س) = ۰ لكل س ٠ ١(3‏ ۱) وعلیه یکون ق(س) اقترانا ابًا على الفترة [۰۰ ۱] 


AY 


سے تمارین ومسائل 


(١‏ حدّد فترات التزاید وفترات التناقص لكل من الاقترانات الآنية: 


أ ) ق(س) = سس" »س 3 ح. 
ب) ق(س) = |س"- |٩۹‏ > س3[-5» 5] 
ح) ق(س) = جتا اس < ۰۰[3 ۲ 7۲ ] 
د) ق(س) -١(-‏ س)" + س 3 ح. 
ه) ق(س) = (۲-س)" س 3 ح. 
و) ق(س) = |۲۵ -س؟ > س د[-ه ه] 
ز) ق(س) = [أ(س-4)" ٠س‏ 3 ح. 


١ 
] 7۲ ۲ » ۰ [ 3 ح) ق(س) = جتاس جسم جتا ۲٦١س س‎ 


٣س‏ > س > ۱ 


ط) قد )۔ۂ ۲ 
سس ۶ ین 


۱ < ے 1 » س‎ ٤ 


ي) ق(س) ۳ 
1 2 > ۱ 
س 2 2 


۲) یئل الشکل (۱۲-۳) منحنی اقتران 
الشتقة الأولى للاقتران قءحدد فترات التزاید . س 
وفترات التناقص للاقتران ق . 





الشکل (۱۲-۳) 


۳) إذا کان ق(س) اقترانًا متصلا على الفترة [أ» ب] وقابلا للاشتقاق على الفترة (أء ب) وكان 
ق3(س) > وی درا ب) و کان ه (س) = ق(س) + س" فألبت أن ه (س) متزاید 


على الفترة [أ» ب]. 


۸۸ 


الیم القصوی 


Extreme Values 





حدد النقط ا حرجة والقيم القصوى (إن و حدت) للاقتران ق(س) = | ۱-س | »س 3[-۰۳ .]٤‏ 
کن 
من خلال تأمل الشکل (۱۳-۳) الذي يمثل 
منحنی‌الاقتران ق(س)< ٤س‏ س :س 3 [-۰۲ ]ع 
يمكنك التحقق من آن 
)١‏ ق() هي أكبر قيمة للاقتران ق(س) في فترة مفتوحة 
حول العدد کے ومثل هذه القيمة تسمى قيمة عظمى 





ڪڪ 
حلية للاقتران ق. 8 
)١‏ ق(-۳) هي أكبر قيمة للاقتران ق(س) في الفترة [-۰۳ ۳]) الشکل (۱۳۳۳) 


9 ہپ للاقتران ق. 
٣ق‏ (-_ رج سش تک ےس یت لان 
)٤‏ ق(۳) هي پیب ق(س) في الفترة [-۰۳ ۳]ء ومثل هذه القيمة تسمى قيمة 
صغری مطلقة للاقتران ق 
تعلم 
تسمى القیم العظمی الحلية والصغری الحلية للاقتران قیما قصوی محلية» كذلك تسمی القیم العظمی 
الطلقة و الصغری ا مطلقة للاقتران قيمًا قصوی مطلقة. 


جتنو 
نت 4 فكر وناقش ۰ منج ووو مر E‏ ۰0 ۱ مد ۳ می و رص ا اط وه جح او چھ رھ علد هك 


۱۹۰ 


"هه 


إذا كان ق(س) اقترانًا معرَفًا على الفترة [ أ» ب]» وكان س 3 [أ» ب]ء فان 

)١‏ ق(س ) قيمة عظمى محلية للاقتران ق» إذا وحدت فترة مفتوحة (ف) تحوي س » وكان 
ق(س) > ق(س) لجميع قيم س 3 ف. 

؟) ق(س ) قيمة صغرى محلية للاقتران قء إذا وجدت فترة مفتوحة (ف) تحوي سء وكان 
ق(س) < ق(س) لجميع قيم س 3 ف. 

۳) ق(س ) قيمة عظمی مطلقة للاقتران قءإذا كان ق(س,) > ق(س) لجميع قيم س 3[ أ » ب]. 

)٤‏ ق(س ) قيمة صغری مطلقة للاقتران قءإذا كان ق(س ) < ق(س) لجميع قيم س 3[ أ» ب]. 





|ذا کان ق(س) اقترانا معر‌فا علی الفترة [ أ» ب] و کانت قارح قيمة قصوی للافتران ق 
ET‏ ار 





سر - الأولى للقیم القصوی) 
إذا كات ق(س) اقترائا متصلا على الفترة [ 8 9 ب] وقابلا للاشتقاق على الفترة (آ. ب) 
و کانت النقطة (ج ء ق(ج)) نقطة حر جة للاقتران ق» حیث ج 3(أءب) عندئذ: 
(١‏ إذا کان ق3(س) > ۶۶ oT El‏ 
ق(ج) تکون قيمة عظمی محلية للاقتران ق. 


۲) |ذا كان ق(س) < ۰ 0 ق(س) > . 5 ج فإن: 
ق(ج) تکون قيمة صغری حلية للاقتران ق. 


والامثلة الاتية توضح ذلك. 


جد النقط الحرجة والقيم القصوی (إن وحدت) للاقتران یر )کی اک ای (١+‏ س‌3[-۲ 4 


اخل 

لاحظ أن الاقتران ق كثير حدود؛ فهو متصل على الفترة [-۲ ۰ 4]» وقابل للاشتقاق على 
الفتر ة(-۰۲ )٤‏ حيث 

ق(س) = ۳س۲- ٦س‏ 

ق(س) = ۰ إذن ۳س؟- ٦س‏ ے٠‏ 

۳س(س-۲) ٠>‏ أي عندما س = ۰۰ سے٢‏ 

وتكون ق(س) غير موجودة. عندما يكون س = -۲» س ٠=‏ (طرفی فترة). 

ومن الجدول »)١-۳(‏ وبتطبیق اختبار الشتقة الأولى للقيم القصوى عند قيم س التي يوجد 


عندها نقط حرجة للاقتران ق. 0020 

فد أن للاقتران ق: ۵(س) سے 0 ۰ ۳۱۳9 
| ححت | 

قيمة عظمی محلية عند س ٠=‏ وهي ق(۰) = ١‏ فیم(س) ...| ۽ ۲ 0 


قيمة صغرى محلية عند س = ۲ وهي ق(۲) = ۲ 
قيمة عظمی مطلقة عند س ٤=‏ وهي ق(4) = ۱۷( طرف فترة ولا تعتبر قيمة عظمی محلية ) 
قيمة صغرى مطلقة عند س = ۲ وهي ق(-۲) ۱۹-۰ (طرف فترة ولا تعتبر قيمة صغرى محلية) 


حدد النقط ا حرجة والقیم القصوی (ان و حدت) للاقتران ق(س) < ۲٦‏ - ۲ 8 ۲« 


س ۱ : ]. 


حدد النقط ا حرجة والقیم القصوی (إن وجدت) للاقتران ق(س) ٤=‏ س- س +۱ 


۱۹۱ 





اخل 

ق(س) کثیر حدود متصل وقابل للاشتقاق على ح. 

یکون للاقتران نقط حرجة عند ق(س) <۰۰ ق(س) = ۲-6س-<ه 
و 

إذن النقطة ا حرجة هي (۲ » )٥‏ 


۰ و ا جحد رج 

وحسب اختبار المشتقة الأولى للقيم القصوی سف اه 
و یر بر ہے ہے ۲ 5 إشارة قرس ما ودب 
بحد أن للاقتران ق: قيمة عظمی محلية» ومطلقة ۳ كحك اس سس ےر 
نتاس ۲ 

عند سے ۲ وهي ق(۲) = ه . 


حل الساله ال اردة فی بداية الدرس. 





جد القیم القصوى الحلیه والطلقة (إن وحدت) للاقتران ق(س) = جعاس - ل 
س دا[ 7۲۲] 

الحل 

ق(س) متصل على الفترة [۰» ۷و وقابل للاشتقاق لکل س ۲۰۰(9 :7) 

حيث ق (س) = -جاس + جتا اس جحاس 

قَ(س) = -جا"س (لاذا؟) 

جد النقط ا حرجة للاقتران وادرس إشارة الشتقة الأولى حولھا نحد أنْ: 


قَ(س) =. عندما - جا'س- 2.٠‏ ومنه س< 7٢۲‏ 


بعتا" 


إذن النقط ا حرجة للاقتران ق هي: ( ٠‏ 3 جل لومخ )۰ (۰7۲ <) 


1۹۲ 


ومن الجدول (Y=)‏ الذي يو صح اشاره 3(س) 
قيمة صغرى محلية ومطلقة عند س= بو e‏ کک تب 


مو ۰ موجودة 


١ 5‏ 3 205 تک 
سی ا ا إشارة 3(س) ھ8 


ہے قرع ا 5 ۲ قیم س UY‏ 1 
وقيمة عظمى مطلقة عند س = ۰۰ ۲ )7 ام 


جد القيم القصوی المحلية (إن وحدت) للاقتران ق(س) = س + ۲ جاس» س‌د[ . 4 1 


0 
معتمذا الشکل (4-۳ ۱) الذي عثل منحنی الشتقة الأولى للاقتران كثير ا حدود ق العرف على 
الفترة [-۰۳۲ ۳] جد كلا ما يأتي : 





۱) بحموعة قيم س ا حرجة للاقتران ق. - 1 

۲) بحالات التراید و التناقص للاقتران ق. ۳ 

۳) قيم س التي یکون للاقتران عندها قیم قصوی محلية . 

الحل 

)١‏ للاقتران ق نقط حرجة عندما ق(س) ٠=‏ أو غير موجودة ا 
أي عندما س < ۳-2 س <-۲) س < ۰۲ س < ۳ رلاذا؟) 


وعلیه فان حموعة قیم س ا حرجة للاقتران ق هي (-۳,-۳۰۲۲] 


٢‏ من جدول الاشارات (۸-۳)» الذي یوضح إشارة ق(س) نجد آنْ 


ق اقتران متناقص في الفترتین [-۳ ۰ ۰]۲ [۰۲ ۳] دول (۳-) 

ق اقتران متزايد في الفترة [-5 ۰ ۲] ق(س) CTT‏ 
شارة ق(س) سح | ين ا سے 
قيم س ۳ "کت 1 





۳) يو جحد للاقتران ق قيمة صغری محلية عند س = -۲ 
يوجد للاقتران ق قيمة عظمی محلية عند س = ۲ 


1۹۳ 


ہے تمارین ومسائل 


)١‏ جد القيم القصوی المحلية وا مطلقة (إن و جدت)ء لكل من الاقترانات الاتية: 


أ ) ق(س) = س۲- ٦س‏ + ۹ » س 3[ ۰۰ ] 
ب) ق(س) ‏ س۲- ۱۲س > س 3[ -؛ ]٤٤‏ 
ج) ق(س) -١(-‏ س)” س د[۰ ۰ 4] 
س۲ +۱ > ٣2س‏ < ۳ 
ل > <س < ه 
ه ) ق(س) = |(س ۳۱| > س‌3[-۰۱ ۳] 


۳ ۱ 
و) ق(س) ل س؛- ل س٣‏ » س 3[ ۰ <[ 


ز ) ق(س)< سا > س 3[-۰۸ ۱] 
ح) ق(س) = س٣‏ جاس » س 3[ ۰۰ [r‏ 
ط ) ق(س) -١(-‏ س)" » س 3[-۲ ۰ ۲] 
ي ) ق(س) = (۱س)" > س 3[-۰۳ ۳] 


؟) إذا كان للاقتران ق(س) قيمة عظمى محلية عند النقطة (۲ ۰ ۳) بين أن للاقتران 
ه (س) = -١(‏ ق(س))" قيمة صغرى محلية عند النقطة (۲ » -۸). 


۳) معتمدا الشکل (۱۰-۳) الذي عثل منحنی الشتقة ص 
الأولى للاقتران ق ا متصل على الفترة[-۲۰۲] 


جد كلا مما یأتی: قا(س) 
أ) مجموعة قيم س الحرجة للاقتران ق. ص ےچ ند 
ب) محالات التزاید والتناقص للاقتران ق . o‏ 
ج) قيم س التي يكون للاقتران عندها قيم قصوى محلية. 
الشکل (۱۰-۳) 


)٤‏ يمثل الشکل (۱۰-۳) منحنی المشتقة الأولى للاقتران ق المعرّف على ح. 


ل ص 
اعتمد على ذلك فى إيجاد کل ما یاتی: ۰- 
١ ۱‏ فلس 
أ ) النقط ار جة للاقتران ق . ۱ 
ب) محالات التزايد والتناقص للاقتران ق. وہ چو ۱ 
ج قیم س الت یکر ن للاقتران عندها قیم قصوی علد 
قیم س التي ۳ الشکل )١5-(‏ 


۱۹ 


۱۹۹ 





Concavity 


۲ کک ۱ ۱ 7 E‏ 
إذا كان ق(س) < ۲جتاس + K3‏ جا ۲س » س 3[ ١‏ 3 ۲ء فجد نقط الانعطاف 


لنحنى الاقتران ق. 


تعلمت سابقا بعض تطبيقات المشتقة الأولى» مثل: إيجاد فترات التزايد والتناقص لمنحنيات 
الاقتر انات. 

وفي هذا الدرس ستتعرف بعض تطبیقات الشتقة الثانية للاقتران مثل: معرفة نوع تقعر منحنی 
الاقتران» وتعيين نقط الانعطاف لنحناه» بالاضافة إلى تمییز القیم القصوی للاقتران» وسیتم توضیح 


ذلك في ما يأتي: 
عن 
يسين الشکل (۱۷-۳) منحنی الاقتران ق» ق(س) 
العرّف على الفترة [ أ ء ب ] القابل للاشتقاق 
على الفترة (أء ب)ء ويعني ذلك ان منحنی ق 
عددًا كبيرًا من المماسّات على الفترة (أ» ب) عند 5ك ا 


النقط (س» ق(س))» حيث س3(أًء ب). الشکل (۱۷-۳) 


لاحظ أن جمیع الماسات المرسومة عند النقط (س ؛ ق(س))» حيث س 3 (أءج) تقع جميعها 
فوق منحنی الاقتران ق. ويقال في هذه ال حالة إن منحنى الاقتران ق(س) مقعر للأسفل على الفترة 
اح 

ولاحظ أنَّ جميع الماسات الرسومة عند النقط (س » ق(س))» حيث س 3(ج » ب) تقع 
جمیعها تحت منحنی الاقتران ق. ويقال فی هذه ا حالة إن منحنی الاقتران ق(س) مقعر للأعلى على 
الفترة [ج » ب]. 


تعریف ۶ 
لیکن ق اقترا معرّفاعلی الفترة [ ]۰ ب ]» وقابلاللاشتقاق علی الفترة(؛ ب) فیکون منحنی ق : 
)١‏ مقعرّا للأسفل على الفترة [ ء ب] إذا وقعت جميع ماسانه فوق منحنی الاقتران ق 
في الفترة [أء ب]. 
۲) مقعرّا للأعلى على الفترة [ أ» ب] إذا وقعت جمیع مماساته تحت منحنی الاقتران ق 
في الفترة [أء ب]. 


وبالرجوع إلى شكل (۱۷-۳) لاحظ أنَّ منحنى الاقتران ق مقعر للأسفل على الفترة [أء ج]ء 
وتحد أنه كلما زاد الإحداثي السيني لنقطة التماس(سء ق(س)) نَقص ميل الماس لنحنی ق عند 
هذه النقطة أي أن ق(س) اقتران متناقص على الفترة (أ» ج)ء ومنه تکون إشارة (س) سالبة 
على (أء ج)ء أي أن (س) < ۱ س 

وبا مثل لاحظ أن منحنى الاقتران ق مقعر للأعلى على الفترة [ج » ب] ء وأنه كلما زاد 
الإحداثي السيني لنقطة التماس(س» ق(س)) زاد ميل المماس لمنحنى ق عند هذه النقطة» أي 
أن ق(س) اقتران متزايد على الفترة (ج ء ب)» ومنه تكون مشتقة ق (س) موجبة على الفترة 
(جء ب) أي أن ق(س) > الك ين کوش 

تذكر 
ميل المماس لمنحنى الاقتران ق عند س = س يساوي ق(س,). 
قرس ) = ظاه » حيث ه زاوية ميل المماس عند س مع الابحاه الو جب لمحور السينات. 





مض ١١۹١١۷١۸۱۹١٥۱‏ 
الفترة راہب فانة : 

۱) یکون منحنی الاقتران ق مقعرًا للأسفل على الفترة[ أ » ب]ء إذا كان 3(س) < ٠‏ ء لكل 
س 3 (أ» ب) 

۲) يكون منحنی الاقتران ق مقعرًا للأعلى على الفترة[ أ ء ب]ء إذا كان 3(س) > ۰ ء لكل 
س 3 ( ب) 


یں 


س 


۱۹۷ 


۱۹۸ 


إذا کان ق(س) = س" - ٣س"‏ + ٣س‏ + ۰۱ جد فترات التفعر للأسفل وللأعلى لمنحنى الاقتران ق . 


اخل 


بمكنك تحدید فترات التقعر للأسفل وللأعلى لنحنی الاقتران ق » من خلال اشارة مشتقته الثانية. 


ق(س) = ۳س؟- ٦س‏ + ۳ 

٦- س٦‎ = 3(س)‎ 

وتکون )کی عندما اس ب كوو اي آن س ١١‏ 

ومن ا جدول ٩-۳(‏ »۰ الذي یوضح إشارة ق وحسب اختبار التقعر تحد آن: 
منحنی الاقتران مقعر للأسفل على الفترة (-هه » ]١‏ لن (س) < »٠‏ 


لکل س و (- مھت ۱). 
٤ 5 5 5‏ سے الجدول )٩-۳(‏ 
ومقعر للأعلى على الفترة [ ١‏ » ع) لان ق (س) >۰۰ 
لکل س ۰۱(3 م ). ق(س) ریہ م 
یس کے 
تدريب ١‏ 
جد فترات التقعر للأسفل وللاعلی لمنحنى الاقتران ق» 


3 + 2 ۱ 


EE 


حدد فترات التقعر للأسفل وللأعلى لمنحنى الاقتران ق(س) = س ٠ء‏ س 3[-۲ ۰ ۲]. 
احل 


2 ۱ 
ق(س) تمس 





5 ثح لي 


لاحظ من خلال إشارة ق(س) حول س=. دول (۱۰-۲) 


في الجدول (۳ )٠-‏ أن منحنى ق مقعر قس) 2 نا 
للأعلىعلى [-۲ ۰ ۰] ء ومقعر للاسفل على وو ئک مب 
۱ ۰ ۱۲ قیم س ۲ ۰ 1 


٠ 
من خلال ا ثالین (۰)۱ (۲)» السابقین لا ید نك لاحظت أن منحنی ق بغیر من انحاه تقعره‎ 
حول نقطة في مجالہ؛ فقد غيّر اتحاه تقعره من أسفل إلى آعلی حول النقطة (۱ ۰ ۲) في‎ 
۰)۲( كما أنه غیّر اتحاه تقعره من أعلى إلى أسفل حول النقطة (۰ ۰ ۰) فى المثال‎ ء)١(لاثللا‎ 
وتسمی کل من هذه النقط التى یغیر الاقتران ق اتحاه تقعره حولها نقطة انعطاف.‎ 
إذا کان ق اقترانا متصلا على فترة مفتوحة تحوي س ء وکان منحنی ق يغير انحاه‎ 


جد نقط الانعطاف لمنحنى ق حیث: 

قف )رس )ےکس ےت س۲+ ۱ س 3 ح 

ا حل 

الاقتران ق كثير حدود؛ فهو متصل لکل س 3 ح 

وتکون تا معوفتین لکل س 3 ح حیث؛ 

ق (س) = وس" - ١٢١س‏ 

وز و رتبب 

وتكون دار اح عندما ۲س" - ۰-۱۲ 

ومنه ۲ ١(س‏ - ١)(س‏ + ,..-)١‏ ومنه س>- ١‏ س١٠‏ 


١ 





ومن خلال دراسة إشارة ق في 


۱ الجدول (۱۱-۳) 

الجدول (۳ -۱۱) نلاحظ أن ق ق(س) 020 
هو 7 

يغير ابحاه نقعره عند 4 ۰ إشارة ق(س) کو و وت 

وعند س = ۱ء لذلك فان: قیم (س) 00 ۱ ۱ 00 


(-٠ء‏ ۶ (۰۱ )٠٤‏ نقطتا انعطاف. 


نس ...نا 
إذا کان ق(س) = ٦س"‏ - س؛ء فجد نقط الانعطاف لمنحنى الاقتران ق (إن و حدت). 


مثال (2 

درب ار تھی کر تران ق عندها نقط انعطاف» حیث: 
ق(س)- ۲جاس+ سل جعا اس» س و |. < [rt Y‏ 

ا لحل 

لایجاد نقط الانعطاف جد ق لتحديد فترات التقعر لأعلى و لأسفل. 
ق (س) = ۲ جتاس + جتا اس 

ق (س) = -٢جاس‏ -7جا/اس 


2 27 الجدول (۱۲-۳) 
وتكون ق (س) = . 5 
إذن -۲جاس -۲جا۲س = ٠‏ ق(س) EE CTS‏ 
۳ إشارة ق(س) ‏ 7 كر 22.09۳۷ 
قیم (س) TY‏ با 
-۲جاس( ۱ + ۲حتاس) =. 
إما ٢-‏ جاس ٠>‏ أو ۱ ۲بتاس<. 
7)٤ TY‏ 





ومن س<۰۰ ۰1 ۲ 7( ترفض القیم ٠٠‏ 11۲ اذا ؟) » أو س K3‏ ¢ ۳ 

70 00 
اط "۳ 

س = ۳ > س >7 )س = : 
TY ._‏ ۳ 1 

س اس دس ۱70س چ 








كك لذلك فان للاقتران ق ثلاث نقط انعطاف عند 





حل المسألة الواردة فی بداية الدرس. 

بالاضافة إلى التطبیقات السابقة تستخدم إشارة المشتقة الثانية للاقتران ق في تمييز القیم القصوی 

الحلية للاقتران والنظرية الاتية توضح ذلك. 

اختبار الشتقة الثانية للقیم القصوی الحلية: 

على فر ض أن المشتقةالأولى قَ(س) و الشتقة اانیةق (س) للاقتران‌ق(س)معرفتان عندس 3(أ»ب)عندئذ: 

۱) إذا کان قَّ(س ) ٠>‏ و (س) > ۰ فإن للاقتران ق قيمة صغری محلية عند س هي ق(س ) 

) و ق(س) < ۰ فان للاقتران ق قيمة عظمی محلية عند س هي ق(س‎ »٠= ) إذا كان ق(س‎ ٢ 

۳ ذا کان ق(س) <۰۰ و (س)  ۰<‏ فإن الاختبار یفشلء فنبحث عن القيم القصوی 
المحلية باستخدام اختبار ا مشتقة الأولى. 


إذا كان ق(س) = س" - ٣س"‏ + ۲ فجد نقط القيم القصوی الحلية للاقتران ق باستخدام اختبار 
المشتقة الثانية. 

الخل 

قَ(س) = ٣س‏ - ٦س‏ 

وتکون ق(س) ٠<‏ إذاکان لاس" - ٦س ٠=‏ أي أن س(س -۲) =۰ ومنه س-٠ء‏ س-۲ 
إذن للاقتران ق نقطتان حرجتان هما: (۰۰ ۰6۲ (۲-۰۲) 

83(س) = ٦س‏ -5)» وحسب اختبار المشتقة الثانية نحد أن: 

٠ < -< )۰( 3‏ » إذن للاقتران ق قيمة عظمی محلية عند س ٠>‏ هي ق(0) = ۲ 

3 (۲) >5 > ۰ إذن للاقتران ق قيمة صغرى محلية عند س = ۲ هي ق(۲) = --۲ 


لیکن ق(س) = س" - ١١س‏ + ۰۳ جد نقط القیم القصوی الحلية للاقتران ق باستخدام اختبار 
المشتقة الثانية. 


ہے تمارین ومسائل 


۱) حدد فترات التقعر إلى الأعلى والتقعر إلى الأسفل لکل من منحنيات الاقترانات الآتية: 


0 3 
| ) 8 کر سس 
( ق(س) س 


ب) ق(س)= ۱۲۱۷ _ س" +س ]٤087-[‏ 


ردكا »> س < ۲ 
ح)ق = 
چم (س) ٥۵س‏ > س > ۲ 


نم ید ۱ 





ه) ق(س) = جتاس - جا س١ ١‏ > س ۰|3 <[ 


؟) حدد نقط الانعطاف (إن وجدت) لكل من منحنيات الاقترانات الآنية: 


ا قا(ش) سس اس ر س 3ح 
کے ره 
يا )كس ۲ سین ۲ س 3 ح 
1 
ج) ق(س) = س ه » س 3 ح 
ة : 1 1 
د ) ق(س) = س - ظاس ی 3| 
۳) جد القيم العظمی والقيم الصغرى المحلية لكل من الاقترانات الاتي باستخدام اختبار المشتقة 
الثانيق إن أمكن ذلك: 
أ ) ق(س) = جاس - جتاس »س 3 |۰۰ ۲ [r‏ 


ب) ق(س) کس بن 2 ج 
ج) ق(س) - ٤‏ | س- ۲|- |س +۱|+س »سدح 


۲ ۱۲۳۸ 
3ای( س اکس 92 س س 





)٤‏ عين قاعدة الاقتران ق(س) = آس" + ب س" + جس + د ء ( أعج., ب» ج د آعداد حقيقية) 
الذي یر منحناه بالنقطة (۰۱ ٥)ء‏ ومعادلة الماس لمنحناه عند نقطة الانعطاف (۰۲ »)١‏ هي : 
ص + ٣س‏ - ۷ < ۰ 


۳ عد ۱ ا رھ ع 
) قارن بحالات التقعر لكل من الاقترانین ق» ه. 
ب) جد النقط التي یکون عندها كل من الاقترانین ق» ه غير متصل. 


ج) جد نقط الانعطاف لکل من الاقترانین ق» ھ إن وحدت. 


)٦‏ عثل الشکل (۱۸-۳) منحنی ق(س)» ومنحنی ق(س) للاقتران ق(س) العرّف على ح. 
اعتمد على ذلك في الاجابة عن الأسئلة الآنية: 
أ )عيّن محالات التزايد و التناقص للاقتران ق. 
ب) عين قيم س التي يكون للاقتران عندها قيم قصوى حلیة باستخدام: 
(۱) اختبار المشتقة الأولى. 
(۲) اختبار الشتقة الثانية. 
ج ) عین محالات التقعر للاقتران ق. 
د ) عن نقط الانعطاف للاقتران ق. 


صن 
ق(س) 





الشکل (۱۸-۳) 


۲۰ 





نطبیقات القیم القصوی 
Applications of Extreme Values‏ 


پوچچوطص۱ سو سا هو سیت اک إذا 
كان عرض كل من الهامشين في رأس الورقة وأسفلها ١سمء‏ وفي كل من ا جانبین - دو 
فجد بعدي الورقة بحيث تکون ال مساحة المطبوعة آکبر ما يمكن. 


تواجهك کثیر من القضایا (السائل) ا حیاتیة في العلوم و الهندسة و الاقتصاد وغيرهاء تحتا ج إلى 
معرفة آکبر قيمة أو أصغر قيمة لکمية متغيرة» ولحل هذه السائل تلجأ إلى تحویلها من صور لفظية إلى 
معادلات و اقترانات؛ م نحل إيجاد القيم القصوی لها . وفي مايأني نقدم بعض المسائل في تلك ال مواضيع 
بوصفها أمثلة محلولة توضح كيفية التعامل معها رياضيًاء ومن ثم تمد لها القیم القصوى المطلوبة. 


اي مال( 


قطعة أرض مستطيلة الشکل؛ محيطها ۸۰۰ متر. جد بُعدي قطعة الأرض لتكون مساحتها أكبر 


eT 
2 

اخل 

نفرض أنَّ س» ص بُعدا قطعة الأرض» ومساحتها م» كما في ص 

الشکل (۱۹-۳). 

العطیات: محيط قطعة الأرض = ۸۰۰ متر. الشکل (۱۹-۳) 


الطلوب: إيجاد قيمتي س» ص لتکون م آکبر مایعکن. 

اکتب العادلة التي تربط بين التغیرات؛ بحيث تصبح الكمية الطلوب إيجاد قيمتها القصوی؛ 
اقترانا لمنغير مستقل واحد. 

م = س ص TT‏ 

ولل العلاقة بدلالة شر واحد س أن صء وظف معطیات الساألة وهي أن حرط قطعة 
الأرض- ٠‏ ۸۰م أي أنّ: 

٢س‏ + ٢۲‏ ص۸۰۰ ء ومنها ص ٥٠٠٤‏ - س س5 


وبالتعویض في (۱) تحد آن: 


م(س) = س  ۰۰(‏ س) حيث 2۰ س 2 6.٠٠١‏ ماذا؟ 
وبذلك تصبح (م) بالصورة الاتية: 
م(س) = ٤٤١س‏ - س" ..... (۳) وهو اقتران.عتغیر واحد (س)» وقابل للاشتقاق. 


و لایجاد القیم القصوی الطلوبة للاقتران م(س) نشتق العادلة (۳) ونتحقق من ذلك كما يأتي: 
م (س) = ت ۲س. 

م (س) -. أي أن ۰ - ۲س< ۰ ومنه س < ۲۰۰ 

ولاختبار أن للاقتران قيمة عظمی عند سے٠‏ ۲۰ تحدم (س) عند س ٣٠٢‏ 

م (س) =۲ »ومنه ۲۰۰(2)<-۲ 

إذن للاقتران قيمة عظمی محلية عند (س -۲۰۰) ماذا؟ 

أي تکون مساحة قطعة الأرض آکبر ما يمكن عندما س <۰۰ ۲ متر 

وبالتعویض عن قيمة س في العادلة (۲) تحد أنَّ 

ص = .ع = ۲۰۰ = ۲۰۰ متر. 


يمكن مستخدمّا تطبیقات التفاضل. 


لل السائل العملية على القیم القصوی؛ عکنك اتباع ا خطوات الاتية: 

۱) اقرا السألة وحدد التغیرات؛ وارسم شکلا توضیحیٌا للمسألة. 

؟) حلد المتغير المطلوب إيجاد قيمته القصوى» واكتب المعادلة (العلاقة) التي تربط هذا 
التغیر بالتخیرات الاخری. 

۳ اکتب ا تغیر الطلوب إيجاد قیمته القصوی کاقتران في متغیر واحد. 

)٤‏ حدد بحال الاقتران الناتج إن آمکن. 

)٥‏ استخدم ما تعلمته في الدروس السابقة في إيجاد القیم القصوی (اختبار الشتقة الثانیة 
اختبار الشتقة الأول ). 


ول 

متوازي مستطیلات قاعدته مربعة الشکلء ومجموع آطوال آحرفه يساوي ٣٦٦‏ سم جد آبعاد 
متوازي الستطیلات التي بحعل حجمه آکبر مایعکن. 

احل 


افرض ان س طول قاعدته»وص ارتفاعه وأنَّ ح حجمه. 


كما في الشكل (۲۰-۳). 1 

العطیات: ف 
بجمو ع أطوال حرف متوازي الستطیلات (۰۰ ٦سم)‏ الشكل (۲۰-۳) 
ا ملطلوب: 


إيجاد آبعاد متوازي الستطیلات س؛ ص ليكون حجمه (ح) آکبر مایعکن. 
اکتب المعادلة التي تربط بين التغیرات؛ بحيث تصبح الکمیة الطلوب إيجاد قیمتها القصوی 
اقترانًا لتغیر واحد كالاتي: 
ح = س ص ..... (۱) 
ولإيجاد أحد المتغيرين س أو ص بدلالة الا خر استخدم معطيات المسألة وهي أن بحمو ع أطوال 
أحرفه يساوي (۰ ۰ ٦سم)»‏ أي آن: 
۶ص + ۸س ک٠ا‏ ومنها ص ے موا ای ہے (۲) 
وبالتعویض في (۱) تحد أن: 
ح(س) <س(۲-۱۵۰س) حيث ۰< س < ۷٢‏ ( ماذا؟) 
= ۱۰س۲-۲س۲..... (۳) وهو اقتران.عتغیر واحد 
و لایجاد القیم القصوی الطلوبة للاقتران ح(س) اشتق العادلة (۳) وتحقق من ذلك كما يأتي: 
ع س یں 
وتکون ح(س) -. عندما ٣٣٣س-٦س'-٠ء‏ أي عندما س =۰ ه. س< ۰ (تهمل) 
ولاختبار أن للاقتران قيمة عظمی عند (س=۰٥)‏ جد ح(س) عند س- . ه 
حٌ(س) = ۳۰۰ ١١س‏ ومنه (۰ه) ۳۰۰ 
وما أن ع(0۰) < ٠‏ إذن للاقتران ح قيمة عظمی محلیة عند س ٠=‏ ٠ء‏ وبالتعویض في العادلة (۲) 


مد أن صے٠٥٠ء‏ أي أن حجم متوازي الستطیلات یکون أكبر مایعکن عندما تکون س-. ه سم 
یں ج۲7 0 سم. 


٦‏ ۸+ هھ'“" 





جد النقطة الواقعة في الربع الأول على منحنی ق(س) =۷ س٢-٤_‏ ۳۴ 
التي تکون آقرب ما یمکن إلى النقطة )٠۰٤(‏ ق(س) 

الحل (س؛ص) 
افرض النقطة (س»ص) تقع على منحنى ق وأن ف البُعد رر 3 
بين النقطة (س»ص) والنقطة (۰۰7).انظر الشكل (۲۱-۳). د 
العطیات: ۱ 

ق(س)= )س٢٤‏ » إحداثيا النقطة (۰7). 02 
الطلوب: إیجاد إحداثيي النقطة (س»ص) لتكون السافة ف أقل مایعکن. 

اكتب العادلة التي تربط بین التغیرات؛ بحيث تصبح السافة ف الطلوب إيجاد قیمتھا القصوى 





اقترانا لمتغیر واحد» کالاتی: 
ف = ,ا(س-۲)1+ (ص-۲)۰ ء ص <راس۲- ٤‏ 
ف = /|ا(س-٦)۲+‏ ص٢‏ = ۲س۲- ١١س‏ + ۳۲ سس٢‏ 
ولایجاد القيم القصوى الطلوبة للاقتران ف؛ اشتق العادلة (۱) وتحقق من ذلك كما يأتي: 
E 7‏ 7 الجدول (۱۳-۳) 
ی = ۾ ی کم 
۲ بااس"- ۱۲س + ۳۲ تيا 
ومنه: ٤س‏ = ۲ = ۰ ومنه س < ۳ ف(س) 1 | اس 
قیم س ۳ 


وبدراسة اشارة ف فی الجدول (۱۳-۳) تحد أنْ: 
للاقتران ف قيمة صغری محلية عند س- "2 ببالتعویض تد أن ص- اه 
أي أن المسافة ف تكون أقل مايمكن عندما تكون النقطة (س»ص) هی (۳) ۵ ) 














ص- 4 بحیث یقع رأساه أء ب على منحنی ق» ورآساه الآخران ج» د على الستقیم ص- 4 


حد بعدي الستطیل أب ج د لتکون مساحته آکبر مایعکن. 


ا (۲۰۰۰) ب (۰ه) نقطتان ثابتتانء ‏ نقطة تتحرك على حور السینات الوحب. جد أكبر 
قياس مکن للزاوية ‏ ج ب. 

الحل 

افرض أن (ه) قياس الزاوية أ ج ب» (ه ) قياس الزاوية ب ج م» (هب) قياس الزاوية أ ج م» طول 
جم = س كمافي الشکل (۲۲-۳). 

العطیات: أ (۲۰۰۰) ب (0.ه)» ج نقطة تتحرك 
على محور السينات. 

الطلوب: إيجاد أكبر قياس ممكن للزاوية أ ج ب. 
اكتب المعادلة التي تربط المتغيرات بحيث تصبح الكمية 
المطلوب إيجاد قيمتها القصوىء اقترانا لمتغير واحد. > 


ب(20.ه) 





وت 06 


الشكل (۲۲-۳) 














۱ ۵ 


سض 32 
۱ 5 و وڈ 5 س ا و ا سے کے ہے 
ظا ھ = aT‏ کہ ET‏ فى سو وباشتقاق الطرفین مد آن: 


رس اط ۰ ۱ ))4 - ۱س<۲س ‏ ۱س۰۲ رھ ال ۰ -١‏ هاس" 
(س۲ +6۱۰۰" (س ۲6۱۰۰۶۲ (س۲+ 6۱۰۰" 





و 


ھ ٠>‏ عندما ۰ ٩-۱٥۰‏ اس "= ٠‏ ومنه س ح١٠٠‏ ا جدول (۱-۳) 


وبدراسة إشارة هه في الجدول (۱4-۳) تحد آن: ا 
أي أن آکبر قيا اویة(ه) عندمام = ار“ - و 
ي أن أكبر قياس ممكن للزاوية (ه) عندماس<۰ ۱ وحدات قیم س 1 
۱۰۰ 
ومنه: ظاه = ١0‏ | 





إذن ه = ۳۶۱۸۷ 


تدریب_ع 

نحتاج إلى قص لوح خشبيء على شکل مثلث متطابق الضلعین» طول کل منهما ۸سم إذا 
كانت زاوية رأس المثلث ه متغيرة» فجد قياس الزاوية ه التي تحعل مساحة المثلث آکبر ما 
عکن. 

SEE 
جد أكبر حجم لموشور رباعي قائم قاعدته مربعة الشكل» بمکن وضعه داخل مخروط دائري قائم»‎ 
.مس)٩( طول نصف قطر قاعدة المخروط (٦)سم وارتفاعه‎ 
ا لحل‎ 
العطیات: طول نصف قطر قاعدة المخروط (٦)سم وارتفاعه (۹)سم.‎ 
الطلوب: إيجاد أكبر حجم لوشور رباعي قائم» قاعدته مربعه الشكل» يمكن و ضعه داخل مخروط‎ 
.مس٩ داثري قائم طول نصف قطره "سم و ارتفاعه‎ 
افرض أن طول قطر قاعدة الوشور (٢نق)ء وارتفاعه‎ 
(ع) وطول ضلع قاعدته (س).‎ 
اکتب العادلة التي تربط بین التغیرات بحيث تصبح‎ 
الكمية الطلوب ایجاد قیمتها القصوی اقترانا لمتغير‎ 
.)۲۳-۳( واحد. انظر الشکل‎ 
)۲۳-۳( خن ۶ سی٢ا الشکل‎ 
و لایجاد أحد التغیرین س» ع بدلالة الآخر استخدم نظرية فیثاغورس» وتشابه الثلشات من خلال‎ 








1۰ 


معطیات المسالة: أي آن: 


(۲نق) "= س" + س" ومنه ٤‏ نق" = ۲س" أي آن: 


؟نق" = ین وو ور )۲( 
یب نو 1 
ومن التشابة بجد ےہ ے- ومنه ۳نق< ۱۸- ۲ع 
۳ ۱ ۰ 
Css ۲ ۳ 13‏ ۱ 
وبتعویض كل من (۲) و(۳) في العادلة (۱) تحد أن 
ح(نق) = ۱۸نق۲- ۳نق" .....(4) وهو اقتران .عتغیر واحد. 


و لایجاد القیم القصوی الطلوبة للاقتران ح» اشتق العادلة )٤(‏ وتحقق من ذلك كما يأتي: 
ح(نق) = انق = ۹ نق؟ 
وتکون ح (نق) = ۰ عندما ۳٦‏ نق - ۹ نق"= ۰ أي عندما نق = 4 ء نق = ٠‏ «تهمل) 
ولاختبار أن للاقتران قيمة عظمی محلية جد عٌ(نق) 
حَ (نق) = ۳۲ ۱۸نق 
ومنه حّ (1) = ۳٣‏ - ۷۲ے ۳ <.۰ 
إذن للاقتران قيمة عظمی محلية عند نق = ٤‏ . ماذا؟ 
أي )اھر حجم للموشور عندما تکون نق ٤<‏ 
ومنه یکون حجم موشور ح(4) = ۱۸ ٦٦× ۳-۱٦‏ = ٩۹سم'.‏ 
جد حجم آکبر مخروط دائر ي قائم,عکن و ضعه داخل مخروط داثري قائم» طول نصف قطر قاعدته 
7 سم وارتفاعه ۲ ١‏ سمء بحیث یقع راس المخروط الداخلي على مر کز قاعدة الخر و ط الخار جي. 


EE? 


يقف رجل عند النقطة أ التي تبعد کم عن النقطة ب» يريد واكم 


أن یصل إلى النقطة جب مرورا بالنقطة د ۽ إذاكان سم 7 ۱٩‏ سے ہیس 1 

ج د ب 
بسرعة ۳کم/ساعة عند الانتقال من النقطة أ إلى النقطة د 2 5 
النقطة ج ء فحدد موقع النقطة د بحيث يصل في آقصر وقت الشكل )٢٢-٣(‏ 


ممكن» علمّا بأن البُعد بين النقطة ب والنقطة ج (۵ ۱) کم. 

انظر الشکل (۳--۲). 

الحل 

العطیات: آب < کی باج ۱٥١‏ کم 

سرعة الرجل عند الانتقال من أ إلى د = ۳ کم/ساعة 

سرعة الرجل عند الانتقال من د إلى ج  <‏ کم/ساعة 

الطلوب: تعيين موقع النقطة (د) الذي یجعل الرجل یصل إلى النقطة (ج) مرورًا بالنقطة (د) 
باقصر وقت. 

اکتب المعادلة التي تربط بین التغیرات بحيث تصبح الكمية الطلوب ایجاد قیمتها القصوی اقترانا 


۱ المسافة 
3 ال 


,ف 1 قن 
2 دجہت Cen ee‏ 


المسألة؛ أي آن: 
که اک ۱ ۲ و منه ف کر س ۳۰۱۳۹ SEER‏ (۲( 
وبالتعویض في العادلة (۱) نحد أن: 


رص اس 2۱۵ انم 


ي موی هی اقثران نف و اد 


51١١ 


ولایجاد القیم القصوی الطلوبة للاقتران ن اشتق العادلة (۳) و حقق من ذلك كما يأتي: 
شرس ۲ ٣رس‏ 27 اش كك سك ۲۱۰ 
eT‏ ۱ باس ۳۳ 


سس و 
٣‏ اراس سس ۳ ۲ ٦س‏ ۹۶۰۳ 


وتکون ن (س)- ۰ عندما ۲ س</اس ۳٦٣+‏ ومنه ٣‏ س٣٣٦۳‏ أي عندما سح ۳۱۲ 
ولاختبار آن للاقتران قيمة صغری محلية ندرس إشارة ن فى الجدول (۰-۳ ۱) تحد أنَّ: 
للاقتران قيمة صغری محلية عند س = ۳۱/۲ الجدول (۱۵۳) 


ن(س) | +++ ْ لال 


۳۷۲ 7 


أي أن النقطة د تبعد عن ب۔عقدار ۲ ۳ کم 


يقع حقل نفط فی البحر عند النقطة أ التي تبعد ۲ کم عن آقرب نقطة ب على الساحل» وأردنا 
أن نضخ البترول من ا حقل إلى الصفاة التي تقع عند النقطة ج على الساحل,» وتبعد “كم 
من ب وذلك بواسطة أنابیب في البحر على خط مستقيم حتی النقطة د على الساحلء ثم 
ار 
وفي اليابسة في مستوى واحدء إذا كانت تكلفة الأنابيب تحت سطح البحر ۰۰۰۰۰۰ دينار 
لكل كيلومتر وعلى اليابسة ۳۰۰۰۰۰ دینار لكل كيلومتر» فأجب عما يأتي : 

۱) أين يجب أن تكون د لتحقق أقل تكلفة مکنة؟ 
O‏ تکون د لتحقق آکبر تکلفة مهکنة؟ 











لک ۲۱ ۱۲5 














ےس تمارین ومسائل 


۳ 


۱ ۱ ۱ ۲ 
)١‏ جد العدد الذي ينتمي للفترة[ ۳ ] الذي يجعل ناتج جمع العدد ومقلوبه آکبر مایعکن. 








۲) وعاء آسطواني الشکل مفتوح من الأعلى» حجمه ۱۰۰۰ 77 سم" جد آقل مساحة مکنة من 
الصفیح لتصنیعه. 

۳) جد إحداثيي النقطة آ(سءص) الواقعة على منحنی العلاقة ص- س" التي بُعدها عن النقطة 
ب(۰۱۸ ۰) آقل مايمكن. 

6 ) جد معادلة الستقیم المارٌ بالنقطة (4۰۳) ویصنع مع الحورین الإحداثيين الموجبين مثلثا 
مساحته أقل ما يمكن. 

)٥‏ عثل الشکل (775-7) نصف دائرة طول قطرها 
آب(هسم)» بدأت النقطة ج الحركة على الدائرة من 
النقطة ب باتحاه عقارب الساعة لترسم مع القطر مثلثا 
جد قياس الزاوية أب ج التى تجعل مساحة المثلث 
اکسا 1 الشکل (5-5؟) 

)٦‏ جد أكبر مساحة ممكنة لمستطيل يمكن رسمه داخل دائرة طول نصف قطرها سم بحيث 
تنطبق قاعدته على قطر الدائرة ورأساہ الآخران على الدائرة. 

۷ قطاع دائري قياس زاويته ار كزية ه بالتقدیر الدائري » وطول نصف قطر دائرته ٤‏ وحدات؛ 
حول إلى مخروط دائري قائم» طول نصف قطر قاعدته نق» وارتفاعه ع. جد قيمة ه التي 
تحعل للمخروط الناج أكبر حجم مکن. 

۸) مصنع للأجهزة الکهربائية ینتج س جهازا سنویّا يبيع کل جهاز بسعر (۲۰۰- ۰,۰۱ س) 
دينار» فإذا کان تكلفة انتاج هذه الأجهزة (۰هس+۲۰) دينار» فکم جهازا ينتج الصنع 


ا 7 


| 


۹ معتمدًا الشكل (۲۷-۳) الذي ثل الشکل الرباعي 
ا ےر رت ہت سم 
وفیه م د ثابت طوله ۱سم الا أن وضعه متحول 
دج ب فهی قائمة » و الضلعان ج د » ج ب متطابقان 
دومّا. جد قياس الز اویة(ه) التى تجعل مساحة الشکل 
الرباعی عندها أكبر مایعکن. 


٠‏ جد آکبر مساحة ممكنة لشبه منحرف ,عکن رسمه 
تحت حور السینات بحیث تکون إحدى قاعدتيه على 
حور السینات ورأساه الآخران على منحنی الاقتران 
ق(س) = س" - ؛ » انظر الشکل (۲۸-۳). 


ق(س) 








الشکل (۲۸-۳) 


0000 ساوح ا 





)١‏ معتمدًا الشكل ٩-۳(‏ ۲). الذي فيه الثلث أم ب ص 
الق اف ایس جسی ا 
مك 
= عند (۱ 5 حد قيمة 0 
ق(س) ےڈ (۰۱ ق(١))‏ » جد قيمة 575 


)۲۹-۳( رد ۱ الشكل‎ EE 
یتحرك جسیم علی خط مستفیم بحیث رب بعده عن‎ )۲ 
نقطة الأصل بالأمتار بَعد ن ثانية معطى بالعلاقة ف(ن)- ك5 - جا" ن» ن 7:۰[3] جد‎ 
تسار ع الس في اللحظة التي تنعدم فیها سرعته.‎ 
إذا کان ق(س) - و ۰ س وس فجد کلا ها رای‎ © 
أ ) قیم س التي یکون عندها للاقتران ق نقط حرجة.‎ 
ب) فترات التزاید وفترات التناقص للاقتر ان ق.‎ 
ج ) قیم س التي یکون عندها للاقتران قيم قصوی مبینا نوعها.‎ 
عین قاعدة الاقتران ق(س) = أس۳+ ب س۲+ جح س +د حیث:‎ )۶ 
أء ب » جء د آعداد حقيقية ثابتة» وعر منحنی الاقتران ق بالنقطة (۵۰۰) و معادلة الماس لنحناه‎ 
.۲ = عند النقطة (۰۱ق(۱)) هي: ۹س + ص-٩ < ۰ ولنحناه نقطة انعطاف عند س‎ 
ٹل الشکل (۳--۳۰) منحنی الشتقة الأولى لکثیر ا حدود ق(س) جد:‎ )٥ 
. أ ) النقط الحرجة للاقتران ق‎ 
ب) فترات التزاید وفترات التناقص للاقتر ان ق.‎ 
ج ) قیم س التي یکون عندها للاقتران قیم قصوی محلية.‎ 
د ) فترات التقعر لنحنی ق.‎ 
. ھ) قیم س التي یکون عندها للاقتران نقطة انعطاف‎ 


بو 
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۰] ۰۱- [ إذا کان الاقتران ق(س) متصل على‎ ٦ 


ج س" + وس + ه » ۱-2 جر س < ۲ 
وکان ق(س)<) . 
اس + اب 3 <١‏ س <۶ گن 
۲ 
ومُثْل منحنى الشتقة الأولى للاقتران ق كما في مب ا 
الشكل (٣-۳۱))ء‏ فجد كلا ما يلى: ١‏ 
ع س 
a |‏ | 8 قت ال ق . ٤ ٥‏ ۳ ۲ ۱ ۱ اا 
) بحموعة قيم س الحرجة للاقتران ق 1 


ب) فترات التزايد» وفترات التناقص للاقتران ق. 

ج) قيم س التي يكون عندها للاقتران ق قيم قصوى محلية. 

د ) قيم کل من الثوابت أء ب» ج د هب علمًا بأنَّ ق(-١)-؟‏ ۰ ق(4)-/ 
۷ بمثل الشکل (۳۲-۳) مثلث أب ج قائم الزاوية في ب 2 أ 

فيه أ ب= "سم ب جح= ۸سم» وبداخله مستطيل يقع 

رأسان من رووسه على وتر المثلث والرأسان الآخران 


يقع كل منهما على ضلعي القائمة. جد أبعاد المستطيل 


الشكل (۳۱-۳) 


التى تجعل مساحته أكبر مایعکن. 1 5 
۸) يتكون هذا السؤال من (۱۱) فقرة من نوع الاختيار الشكل (۳۲-۳) 

من متعدد» يلي كل فقرة (4) بدائل» واحد منها فقط صحيح» ضع دائرة حول رمز البديل 

الصحيح :- 


(۱) تتحرك نقطة على خط مستقيم بحيث إِنَّ السافة (ف) بالأمتار التي تقطعها في زمن قدرہ 
(ن) انية هي: ف(ن) حان"- ۳۵+ ۱۳ المسافة ف عندما يصبح التسارع صفرًا هي : 


[) 6 ۱م ب) ۱۸ م 
ح) ۲٩‏ م د ) 6 ۳ م 
(۲) معدل تغیر حجم كرة بالنسبة إلى طول نصف قطرها عندما یکون طول نصف قطرها 
دسم يساوي: 
أ ) ۱۰۰سم"اسم ب)4 ]7 سم" /سم 
ج) ٠‏ سم" اسم د) ۰۰ سم" /سم 


قطر قاعدته 6 سم صب الماء فيه معدل ۲ 7سم"/ث. فان معدل تغير ارتفا ع الماء فيه في 


اللحظة التي یکون ارتفا ع ا ماء ۸سم يساوي: 


۲ 
)سه سم اث ب٢٢‏ سم اث 
١ ١‏ 
ج) سم سم اث د اك 
(٤)إذاکان‏ ق( س)=۲ ١‏ س+ ٦(م-۲‏ )س "فان قیم م التي تحعل منحنی الاقتران ق مقعرّا للاأسفل : 
00-1 ب) (- می -۲) 
ج) (۲ ۰ 50 )_ د )(-مه ۲ ] 
1 0 
)٥(‏ إذا کان لمنحنى الاقتران ق(س) = جا ٤س‏ نقطة انعطاف عند س = -ج- فان ميل 
)6 ب) ٤‏ 
سے ا 
اذا کان ق(ر ) - "نگ سس فان منحد الاقتر ان ق متناة ات 
)٦(‏ اذ 0٤-ي8ە-ە-‏ اک( اد منحنی لاقتران ق قص على لفترة: 
«oo =—)( Î‏ .( ب) (۰۱ ہ) 
ج) [ ۰۰ ۱] ۵ ) ( :۱۱ 
جن 


(۷) الشکل (۳۳-۳) عثل منحنى ق (س) للاقتران ق العرف على ح» 
إذا كان للاقتران ق نقطة حرجة عند »١(‏ ق(١))ء‏ فإِنَّ ق(۱) هي قيمة: 
أ ) عظمى محلية 
ب) عظمى مطلقة 
ج) صغرى مطلقة 
د ) صغرى محلية 






3(س) 
۱ 
الشکل (۳۳-۳) 


(۸) إذا کان ق(س)= ‏ س؟ : س 3[-۰۱ ۰]۱ فان إحدائيّى النقطة ا حرجة للاقتران ق 


ی 


ا ) (--۱0۱) 
ح) (۰.۰) 


ب) (۱۰۱) 
د) (۱۰۰) 


)٩(‏ يراد صنع علبة مفتوحة من الاعلی من قطعة کر تون مستطيلة الشکل أبعادها ” سم ۰ ۳سم 
وذلك بقص مربعات متساوية من زواياها الأربع طول كل منها (س) وحدة 4 ثم طیٔ 
7 0 أكبر ما عکن؟ 


أ سم ب) الل سم 
ج) ۱۰ سم د )سم 
(۱۰) إذا كان ق(س)- جتاس - جاس:س ۰[3 »7] فإن قیمة س التي يكون للاقتران عندها 
قيمة صغری مطلقة هي : 
56 پا سك 
1 
جے) سم د ) د 


٭(١)‏ أي النحنیات في الشکل (۳-۳) عثل رسم الاقتران ق الذي فيه ق (۰) >۰) 


3 (۱) < ۰۰ 3(س) سالبة دائمًا: 


ص ص 
7 ا تا 
4 ب) 
۲ کر 
۱ ۱ 
ص ص 
١ 5‏ ۳ 
س شس 
8 ۱ 
الشکل (۳-ع۳) 


* السوال من أستلة الاختبارات الدولية. 





الفصل 


الثاني 





التکامل و تطبیقاته 


Integration and its Applications 


تعد المشتقة و التكامل الحدود آهم موضوعين في علم التفاضل والتكامل » ويدخل هذا 
العلم في العديد من التطبيقات في الهندسة والعلوم المختلفة حيث تعالج المشتقة إيجاد ميل المماس 
وتعريف السرعة والتسارع» وقد سبق لك دراسة هذا الموضوع وتعرفت تطبيقاته» بينما يعالج 
التكامل المحدود إيجاد مساحات مناطق محدودة .عنحنیات يصعب حسابها بالقوانين العادية › 
وهذا أحد تطبيقات التكامل المتعددة في الرياضيات والعلوم الأخرى. وهناك ارتباط وثيق بين 
المشتقة والتكامل ستتعرفه في هذه الوحدة. 


یتوقع من الطالب بعد نهاية هذه الوحدة أن یکون قادرا علی: 


© تعرّف مفهوم معکوس ا مشتقة لاقتران ما » وإيجاده. 
6 استخدام رمز التکامل للتعبیر عن عکس الشتقة. 
6 ایجاد التکامل غير الحدود لاقترانات کثیرات حدود ‏ ومثلثية » وأسية » ونسبية . 


۱ تعرّف مفهوم التکامل الحدود » وایجاد قیمته. 


© تعرّف قواعد التکامل. 

توظیف قواعد التکامل في ایجاد تکاملات معطاة. 
6 إيجاد مشتقة اقتران اللوغاریتم الطبيعي وتکامله. 
© إيجاد مشتقة الاقتران الأسي الطبيعي وتکامله. 

استخدام عدة طرق لإجراء التکامل مثل التعويض» والأجزاء» والکسور الجزئية. 
6 استخدام التکامل لایجاد قيمة الساحة الحصورة بين ثلاثة منحنیات على الأكثر. 
۰ 2 ۷" 





ق(س) 






































٠ النتاجات‎ 

« تتعرف معکوس الشتقة للاقتران التصل. 

ها تستخدم رمز التکامل للتعبیر عن عکس الشتقة. 

« تتعرف قواعد التکامل غير المحدود» و محسبه لاقترانات کثیرات امحدود » واقترانات مثلثية و أسية ونسبية. 
و تتعرف التکامل الحدود على الفترة [ أ» ب ]» و خصائصه و محسبه لاقترانات معطاة. 

ه بحد مشتقة اقتران اللوغاریتم الطبيعي. 

ه تحد مشتقة الاقتران الأسي الطبيعي وتکامله. 





كوس الشتقة 
Antiderivative‏ 


إذا کان ق(س) = ۳س" فجد الاقتران الذي مشتقته ق(س). 





ستجد أن هناك عددًا لانهائيًا من الاقترانات التي مشتقتها ۳س" مثل : 
دام[ 
وعکن کتابة هذه الاقترانات على الصورة م (س) = س" + ج » حیث ج عدد ثابت» یسمی 
الاقتران م(س) معکوسا لشتقة الاقتران ق . 
حیث م (س) = ق(س) 
من 
9٢‏ علی الفترة [ » ب ] 8 یسمی معکوضا لشتقة الافتران 
ق(س) إذا كان م (س) = ق(س) لکل س 3( ۰ ب ). 











VES 
بین أن الاقتران م (س) = سه + س" + ۲ هومعكوس لمشتقة الاقتران‎ 
ق(س) = ەس ° + ۸س‎ 
اخل‎ 
ق(س) اقتران متصل على ح لأنه کثیر حدود.‎ 
م (س) = ےس + ۸س < ق(س)‎ 
م (س) معکوس لمشتقة الاقتران ق(س)‎ .. 
بین أن الاقتران م (س) = س*- جاس - ل » هومعكوس لمشتقة الاقتران‎ 


ق(س) 5 0 - جتاس 


.-. نشاط OE O O‏ 21211111 
کل معکوسا لشتقة کل من الاقترانات العطاة في ار ثم آکمل ار 
الاقتران معکوس الشتقة الفرق 
ع وس )دمب | هه رس 556 
ق(س) = ۲س م (س) ...۰.۰ | م م (س) = سی 
م (س) ۰٠۰۰۰۰۰۰۰۰‏ | م مم (س) = a‏ 
م (س) ۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰ | م م (س) = 00 
ل(س) = ۳س" رو اما مده | ق وڈ 





ه(س) = قاس م (س) سی م.م (س) = وه ce‏ 








لابد أنّك لاحظت أن الفرق بين أى معكوسين لشتقة اقتران معن يساوي ثابّا. 



































منال ٣(‏ 
إذا کان الاقترانان م(س) » ه (س) معكوسين لشتقة الاقتران التصل ق(س)؛ 

وكان ل(س) = م(س) - ه(س) » فجد ل(4) . 

الحل 

الاقترانان م » ه معكوسان لمشتقة الاقتران ق 

إذن م(س) - ه(س) = ج ( ثابت ) » ومنه ل(س) = بر 

لقي ۹۹ دمن 

حل مثال (؟) بطريقة أخرى . 

إذا كان الاقترانان م(س) » ل(س) معكوسين لمشتقة الاقتران التصل ق(س) » وكان 
ل(س) = ۳ع(س) -٥ھ(س)ء‏ فجد ل(س) بدلالة ق(س). 


منال ٣(‏ 
بعد مه گوس لف کر من الأقارانات الاتية: 
۱ ق(س) = جاس ۲ ق(س) = قاس ظاس ۳ ق(س) = ۹س* 
احل 
)١‏ م(س) = - جتاس + ج ؟) ع(س) = قاس + ج ۳ ع(س) = س“ ٣ج‏ 


يسمى أي معكوس للمشتقة: بالتکامل غیرالحدود للاقتران ق» وهذا يقودنا إلى التعریف الاتي: 
0 الاقتران ق علی 9 » ب] فان الصورة العامة لقاعدة آي 
معکوس لمشتقة الاقتران ق هي : م(س) + ج » حيث ج ثابت وذلك؛ لان: 

5 ۳ 
کی در ش۰۰ 
۷٦٣‏ معکوس للمشتقة: بالتکامل غیرالحدود للاقتران ق(س) ا ا الی س ویرمز له 
7۳ ق(س) عس 
ویقرآ: تکامل ق(س) دال س ويعني تکامل الاقتران ق بالنسبة إلى المتغير س . 


۲( |قتاآس وس 





0 |ەس؛ وس = س + ج ماذا؟ 


٢‏ قتااس وس = - ظتاس + بر ماذا؟ 


تعرفت أن الصورة العامة لقاعدة آي معکوس لشتقة الاقتران ق(س) 
هي م(س) + ج » حیث م (س) = ق(س) 
آق(س) وس = م(س) + ج ہص ۱۳ 
وعلیه فإ | م (س) وس = م(س) + بر 
وباشتقاق الطرفین في (۱) ینتج آن 
ی |ق(س) وس =( م(س) +ج)“ = ۾ (س) 


وما أن م (س) = ق(س) 





إذن جب | ق(س) وس = ق(س) 
SES‏ 


إذا کان آق(س) وس = س" - حتاس + ۲ » فجد ق(س) ۰ 63(س) 


ا حل 

آقس) وس = بت جتاس + ۲ 

ق(س) = ۲س + حاس اشتقاق الطرفین 
e‏ اشتقاق الطرفین 


۳ 


تدریب ۳ 

إذا کان ق اقترانا متصلا على محاله ء وكان | ق(س) ا گ1 وس <- ۱ + س". فجد ق (س) 
37 

إذا كان ق اقترانًا متصلاً على ح ء 


وکان | (ق(س) + ۲ )وس -س" + ب س + 4 » ق(۱) = ۷ » فجد قيمة الثابت ب . 


اخل 

| (ق(س) +۲ )وس <س۲ + ب س ۱+ ٩‏ 

ق( ۱) + ۲ = ٣‏ (۲۱ + ۲ ب (۱) التعویض بقيمة سح ۱ 
٢٠٢۳٣ =۲ ٣۷٣‏ ۲ب 


ب٢‎ +۳٣ = ٩ 


سے 1 » و منه ناك 


۷ گے ع بے 1 2 
اذا كان آقس) ور <- جا"س - اجحتاس + ۰۱ 3( 206 = صفرًَاء 





ك2 تمارین ومسائل 


١‏ ) بین أن الاقتران م(س) = بج هو معکوس لمشتقة الاقتران 
ق(س) > وس )7 و رج 
۱ ) بین أن الاقتران م( جا س هو معکوس لشتقة الاقتران ق(س) د يها اس, 
۳ ) إذا کان م(س) <س۳+ وس" - ٣س‏ + ج » معکوضا لشتقة الاقتران ق» فجد ق(-۲ ). 
٤‏ ) إذا كان م(س) = ٠س؛‏ +,آس" + ۳ معكوسًا لمشتقة الاقتران ق » فجد ق(۱). 
٥‏ ) إذا كان ق(س) = ۳س" فجد م معكوسًا لمشتقة الاقتران ق؛ علما بأنّ م(۲) = ه 
٦‏ ) إذا كان الاقترانان م (س)» م,(س) معکوسین لمشتقة الاقتران ق وکان 


م (س) = ۳٣س‏ - ٢س‏ + ۵ ۰ م,(۲) -4 فجد قاعدة م (س) . 


وص 
۷ ) إذا كان ص = | ۱۴ ٣س٤‏ س ۱۲+۳ وس » فجد وس ۱ 
ین ۲2 


۸ ) اذا کان آق(س) وس < س؟ - س۲ + اس + ۰۱ فجد ق(- ۳). 

. . 5 ۰ نے 1 1 
۹ ) إذا كان | قل(س) وس = جاس - جتاس + ۳. فالبت أن ق( س ) - ق( س )-م 
۰) جد معكوسًا لشتقة كل من الاقترانات الآتية: 

ا ریا رہ 

ب) ق(س) = قاس جتاس 

۱ 
ج) ق(س) پرس 
د)ق(س)- ه + ه ظااس 


5 5 ۳2 50000 سی ا E‏ 5 ۰ 72 1 
)١‏ إذا كان م(س) معكوسًا لمشتقة الاقتران ق حيث ق(س)- ظتاس + ۰۱ فجد م (ح-). 


TY 





1 


اللکامل غير الحدود 


Indefinite Integral 





۲ 
کن کن 
0 


اس ج٠‏ 


تعلمت سابقا إيجاد التکامل لبعض الاقترانات واعتمدت على الشتقة لایجاده » وفى هذا 
الدرس ستتعرف بعض قواعد التكامل غير المحدود. 





1 وس < اس + جه حيث أ ثابت > ج ثارت التکامل . 


VEE 
: جد كلا مما يأني‎ 


60 جو سر 


ء7٦‎ 


»| سس ول 


۱+0 

















© راس ۲" اس وس ler‏ ضس 7 
ا حل 
س٦١٢٥‏ س۷ 
اس وض +٣ ۷ >F‏ ح 
۲ | اس وس ح | مر وس ماذا؟ 
۳1 
€ ساس اٹ ٣ج‏ = نکاس + بح 
با 5 








دهده سن ١-06‏ 1 
بحد کلا ها یأتی : 

۱ 
۳۹ ۱ ۶س ۳ ا کو 


×“ کید سک 


تون التکامل غير الحدود: 
"ا ےت ا el‏ 
۲ | (ق(س) + ل(س)) وس -]ق(س) وس + | ل(س) وس 


۳( / ق(س) - ل(س)) وس = أق( س) وس درس عس 





۲۳۰ 


وال 


جد كلا مما یأتی : 
۲+ ٢س‏ - ۱۵ ۳ 
س٣٣‏ راس 
الحل 
۱( | (۴س۲+ دس )٤٤-‏ وس 
اجس وس + | مس وس - ]+ وس تطبیق خصائص التکامل 
٣س٤‏ وس" 


سے ہہ وس ج 
"+ ٢س‏ - ۱۵ +) (س (T=‏ 
ا ٹھتیں۔ ال شب وس 
س ۳ س-۳۲ 
۲ 
و 
=| (س+ه) وس = للك + وس + بے 


| ج وس |( س - ° )س ا | مر -٥س+)‏ وس 


۳ ۳ 
جح من و ای + بو و رجہ آس۲+ بر 

هر 
5-5 ذ ونافش سمش تھی مک سر عله ونا كا ون و سد د ّْ کم كدي م ای سے بے 
هل اس جح ی بژر إحابتك 

7 

ہے 
جد | 27 ا سس 
اخل ۷ س -۲ 

س" - ٤س"‏ س'(س - )٤‏ ۱ ی 
با E‏ اش این عا 
١‏ باس - ۲ وت اس ۴ 

اس -۲)(١س‏ + ۲) ۱ 5 
2 ھت جا ارت ضس تحلیل البسط فرقا بین مربعین 
ست 


ہج کے ۲ 


۲ ۲ ۲ 
- | کی وس 2 مس + وی 2 راس! حص سا جح 











تدریب ۳ 
س"- ۹س (۲- س)" 
6 سس 0 وس 
ےت ۰ 
,--- نشاط(۱) 20 ت نان کد نو عت م نی تتو م 1 
' آکمل ا جدول الآتي : 
معکوس المشتقة م(س) م (س) = ق(س) | ق(س) وس 
=( =( 
مس - س + ق(س) = (س - ۲)۲ ]ری - موس ا + بر 
ےھ ھی ق(س) >( اس | (؟س + )°= ےم 
| |م(س) = سس ا 0او و ےھر 
| س( - سس - ل0 اگا اس | | سو ماگ ویر 
ماذا تلا حظ؟ 


526 ۶ 5 ey ۰ ع‎ 
صفرا‎ ۶ ۱ Ea lT E ك2‎ 


8 وس )تون ٢٣۷ھ‏ 


اخل 
۲ (-س)“'" (7 - هس 
١0‏ ا و چو بے 


۳۳۱ 




















۳۳۲ 


3 
7 (۶س + ۲۸۲ 
| س +۲ وس =| (ءس+۳)۲ وس د لح 


2“ 
۳ 
دج 4(۷س + ۲)* + ج 


ار« 


.--- نشاط (۲) ہبہ سسش سج ی 
' آکمل الجدول الآني : 


ق(س) ق (س) ۱ ق (س) وس 





جاس حتاس | جتاس وس = جاس + ج 


حتاس ا | ۔جاس وس = جتاس + بر 











۷ 
بل‎ 
٠ 
1 
۱ 
0 
5 
3 


























۲ | جتا(آس + ب) وس = + جاس (أس + ب) + بر 


4) | قعا اراس + ب) 8 ظتاس (آس + ب) + جد 


0 


( 
"ػ٦‎ 


۳ 2 ۰ 5 0 ع 
قاس(اس + ب) ظاس (آس + ب) وس < قاس (اس ۳ ب) + جی 


| 

۱ 
۳ | قاس دب) وس حس- ظاس (أس + ب) + ج 

| 

| 

۱ 


ف۹ ب) ظتا (آس + ب) وس- حل ٤٦‏ پ“ 
حیث أ ب دح أ عد صفرًا 
مال ( 
جد كلا من التكاملات الآنية: 
)١‏ [(جاس - ٤‏ جتاس + ه قتا'س) وس 
۲) |(جالاس + جتاس) وس 
۳ |(قا۲س ظالاس + قا" س) وس 
الحل 
1اد ٤‏ جتاس + ه قتا "س ) وس 
= |جاس وس- | ٤‏ جتاس وس+ ٥|‏ قتا اس وس 
= - جتاس - ٤‏ جاس - ه ظتاس + ج 
۲ |(جا۲س + حتا۲س) وس< الاين وس ٣‏ أجتاس وس 
= حل جتالاس + سل جالاس + ج ماذا؟ 
۳ |(قا۲س ظا۳س + قا" ٥‏ س) وس = ۱ قالاس ظا۳س وس + | قا" ٥س‏ وس 
= سل قاس + ل ظاه‌س + بر ماذا؟ 


۳۳ 


تدریب ۵ 


حد کلا من التکاملات الائیة: 


۱) | (قتا٤‏ س ظتا٤س‏ + قتا" س) وس 7 0033080060“ 





جد كلا من التكاملات الآنية: 





١ ۲‏ 
6ا ا ن یس 0 لیب وس 
اخل 
| جااس وس-] ج-(١-جتا۲س)‏ وس ماذا؟ 
= (س- ل جالاس) + بو 
١‏ 2 
ہہ 7 اضرب كلا من البسط والمقام في مرافق المقام (۱ - جتاس) 
۱- جتا ١‏ جتا 
حت اسل ا مج س = 1 2 ےس 
+١‏ جتاس -١‏ جتاس -١‏ چتااس 
١‏ جتا حتا 
- | وس | ۱ وس- | س وس جا"س+ جتا'س ١‏ 
جا "س حا"س حا"س 





OEE 
جد كلا من التكاملات الآنية:‎ 


۱) | ظااس وس ۲( | اوس ی ای عفن 


٤ 


اخل 


0 ظا وس رتا ۱ ۶س ۱ظاس‌حقا اس 
= ظاس - س + ج 

: ے | سل (جا(هس - ۳س)+ جا(هس + ۳س)) ماذا؟ 

٦٢‏ | جاه‌س جتا۲س وس ۲ جارهس - ۳ س)+ جا(٥س‏ + ۲س۱ءس دا 


0 هذا‎ ۸ ١ 
جتااس + حل جتا۸س) + ج‎ 7 (  < اک (جا۲اس + جا۸س) وس‎ 


ا ۱ 
م جتااس ‏ ب , جتا۸س + ج 


تدریب ٦‏ 
۳ 
5 ۳ 
3+ وس ۳ سيد 
حتا۲س 
تھے 4 عن 
ll‏ ۹۳ - جاس )۲ وس 


۳۳۵ 


تمارین ومسائل 





)١‏ جد كلا من التکاملات الآنية 











أ اریہ سرت تاس )ومن ب) | (ه + *ص)؛* وص 
ان TS E GS‏ )وین 
ينل 
© ۷۳۷ھ موس ر1 ی الو 
سس 
| ۳ 5 _ ۱ ( 
ر ا وس | با 
طط ۳ ۳ ع لك سس 
»| زاس( اس + ہے )وس :ےسا وس 


۲٢‏ إذا کان ق کثیر حدود من الدرجة الثالثة؛ بحيث إن ق(س)-٣‏ س" - ۲ء وكانت النقطة 
)٥٠١(‏ تقع على منحناه. فجد قاعدة الاقتران ق. 


ہو دق و ۳ نز 7 : 
77 و ا ا کاو ماب ومیل لمان عبار تن 
النقطة يساوي »)١(‏ فجد قاعدة ق(س). 


)٤‏ إذا كان | (ق(س) + ۲س )وس = س”"+ ب س" +۱ وكان ق(١)‏ = م2 ق(؟) = ۷ء 
فجدق(-5). 


٥‏ إذا كان ق(س) = ٤-‏ جتا۲س » وكان للاقتران ق(س) قيمة صغری محلية قيمتها (-۲) عند 


س5 9-0-7 01 


۳۳۹ 








)٦‏ جد كلا من التکاملات الآنية: 


۳۳۷ 


۳۳۸ 


اللکامل الحدود 
The Definite Integral‏ 


معتمدا الشکل )۲-٤(‏ الذي يمثل منحنى الاقتران ق(س)=۲س» أجب عن كل ما يأتي : 
؟) احسب مساحة الثلث آب سے 








ص‌حق(س) ۱ 
۲) جد قاعدة الاقتران ل حیث ل(س) = | اس "۳ ا لے 
۳) احسب قيمة ل(۲) - ل(۰) ۳۰ 
٩‏ ۲ 
١‏ 
ماذا تلاعظ* س سے ب ۱ 
فکل روے) ' 


في الفترة [ ۰۰ ۲] ویسمی ل(۲) - ل(۰) بالتکامل الحدود للاقتران ق ويكتب على الصورة 
5 


۱ ق(س)وس 


ہت جببئچبئی ‏ ور رو یہ شس سد 


57 ب ]۰ م(س) معحرسا لشتفة الاقتران فا » پسمی 
1 


بے 
ا 
۲ 
! 


۱ تی ع در ۱ ار( 

حیت ا: اد السقلی ۷ للتکاملن 
لاحظ ان التكامل الحدود عثل مساحة النطقة الحصورة بين منحنی الاقتران ق(س)» وحور 
۵ مال( 


إذا كان ق(-۲)  ۸--‏ ق(۱) = ۰۱ فجد | ق(س) وس 


۲ 


۱ 


اخل 


۱ ۱ 
۱ تقس فا[ = ق(۱) - ق(-۲) ماذا؟ 
1 
= - سا سے ۹ 
"٤۶۷۷ ۶ ۶ ۷۹۷۷۶۷۶۷۶۷۶۷ ۷ ٦٣٦‏ وس ۱۹ 


ع 
فجد قيمة الثابت أ . 


احسب قيمة كل من التکاملین الآنبينة 








0 ٢س‏ وس ۲ | جس وس 
۱ 1 
الحل ۲ 
1 ٢ے‏ ۵ ۳ 
ا اش ۲ | ۔ ۲ رحس 
1 1 آ2 
6 سے خر اس ۱ 9 لہ ۷ اج 
خ۴ 
هع 
.-- ی فكر وناقش ااا ا ااا ااا ااا ا ت اع کم 
٠‏ عدم كتابة ثابت التكامل عند إجراء التكامل المحدود. : 
تدريب ۲ ۲ 
٤ ۷‏ 
CC 15‏ قاس وس 
۲ 1 


1 ج وس = ج( ب - أ) » حيث ج عدد حقيقي. 
۱ 


۳۳۹ 





اذا کان ۱ ۳ب وس = ۸ » فجد قيمة الثابت ب . 


الحل = 


3 


| ۲ب وس - اب (52--5) 


۲- 


۳ب ( --۲)< 8۸ ومنه ۱۸ ب حر ومنه ب < 


۸ 
۳ 


292۲ 
٦‏ ہه+ +٠‏ فجد قيمة الثابت ب. 
72 


خصائص التکامل الحدود 
هناك خصائص مهمة للتکامل الحدود تساعد فى تسهيل حسابه لبعض الاقترانات فى كثير من 
الحاللات» ومن هذه الخصائص: 
1 


۱( ۱ ق(س) وس <. 


£ 


0 2 < - 1 ق(س) وس 


ا ب 


۳ 














ب 


ج ق(س) وس = ج | ق(س) وس 


ب 


10 ق(س) + ه(س)) وس = | ق(س) وس + | ه(س) دس 


اب 


ی ی ۷ 


وعکن تعمیم خاصیتی الجمع والطرح لأكثر من اقترانین. 


١ 


JEY 


جد | (۳س۲+ هس )وس 


۱ 
ال 
4 4 3 


|( ۳س" + هس )وس | ۳س یس + | ەس وس 


۱ ۱ ۱ 


٥ 3 ٥ 3‏ 
د س'], * ماس ]7201:0075 ہ چو لوي 


۵ منال 2 


۱ ٥ 


۱ ۱ 
إذا كان | -- ق(س) وس --۳ » | ۳ه(س) وس ۱۸ 
٥ ۱‏ 


فجد | (٤ق(س)‏ - ده (س)) وس 


١ 


اخل 


ا ۱ ۲ ۱ 
| حدق س یس --۰۳ > | ق(س)وس دهم ماذا؟ 


۱ ۱ 


| ق(س) وس س 


۱ 
۱ ۱ 


| ۳ھ(س) وس < ۰۱۸ ۳ ھ(س)وس = ۱۸ 9 موں)یں۔ چپ 


۱ ٥ ٥ 


| (4ق(س) - ەھ(س)) وس = ٤‏ | ق(س)وس- | ه(س) وس 


١ ١ ١ 


1 < او‎ ES 


۳ ۷۳ 


إذا کان | (٤ق(س)‏ + ۷ ه(س))وس - 0 ۱ ۳( ت۹ 
1 1 
١‏ 


2 


0ئ 


ب ب أ 


اذا كان | ق(س )وس = » فماقيمة | قلاس) وس- ‏ | ق(س)وس؟ 
| | 
الحل 
| تاور )يوست | وق ارس کا ق(س)یس + | قل(س)وس ماذا؟ 
أ ف أ 


لپیا 


| (قس) ٦‏ قرش اوس نهذ ]| ق(س ) وس < ۲ × ۵ تہ 


7 


3 
ذا کان ع < أ قاس +ب ‏ 2+8 
8 


3 AE 


ظتا اس وس 


+9 - 


فماقيمة( ع + ل)؟ 


إذا كان ق قابلا للتکامل على فترة مغلقة تحوي الأعداد اج فإن: 


5 ۷۷۷۷۷۷۶٦ 


1 أ ج 








إذا کان | ق(س) وس = ١‏ ؛ فجد ا ق(س) وس - | ق(س) وس 
۱ ۱ ۸ 


الحل 
| قدص) وس-] ق(س) 55 ق(س) وس + | اس 


۸ 


۸ 


=| ق(س) وس <. ۱ 
۱ 
)2 
ع2 کش ےہ > )1 0 
اذا کان | ( ۲ ۳وس = > › | ق(س) وس ٦٦‏ 
۳ ۸ 


۸ 


فجد [(ق(س) + ۶س) وس 





الحل 
1 خلا عم وش من [ نی وس - یس 
| گوس ٣رہ‏ سی | فاگ وس = 


پ | ق(س) وس <۲۰ 
١‏ ق(س) + ۶س) وس -]3ص)ءس+] س وس 


اس وس + | ق(س) وس ٣‏ کی 
-(, ۲+ -و)+(۸٢۸-۱١)“ ٢٢٢١‏ 


T٤ 


۱ 1 .4 
إذا کان | (۲ق(س)+۳) وس --۰۱۷ | تسد وس- ا 


مے 


قجد ۱ (عق(س) -۱) وس 





۳ 


حد [راس۲- ٤س‏ + 4 وس 


اخل 
۳ ۳ 5 
| اس ٤س ٤+‏ وس - ,| (س- ۲" وس- | اس- ۲ ایس ماذا؟ 
3 1 ۱ 
و (۷-س)وس+ | ت ماذا؟ 


۳ 


e 





=( - ۲)- (صفر) +(-2--) -(4-0) 


۲,۵ < 


تدریب ۸ 


TY 


ET 
بد | اکت وی‎ 


۳:۵ 














)١‏ إذا کان ق اقترانًا قابلا للتکامل على [أ ء ب] ء ق(س) > صفر لكل س د [أ» ب ] فان 


| 3(س) وس > صفر 
ا ۲ 
٢‏ إذا كان ق قابلا للتكامل على [أ» ب] ء ق(س) < صفر لكل س 3 [أ ء ب] فان 


ب 


| قلاس) وس < صفر 


۱ 


۳) |ذا کان ق» ه اقترانین قابلین للتکامل على [أ» ب] » ق(س) > ه(س) لکل س 3 [أء ب ] 


ب ب 


فان | ق(س) وس > | ه (س) وس 


Tl Tg oT إذا كان ق اقتر انا الا للتكامل على‎ )٤ 


ب ب ب 


| وس < | ق(س) وس < | كوس 


ا 


DEY 
1 
دون حساب قيمة التکامل بین أن |( عطاس اش‎ 
الحل‎ 
]7 ۲۰۰[ جاس ) في الفترة‎ + ١( ادرس إشارة‎ 


۱جاس > ٠.‏ لكلس 3 [۰۰ ۲ 7 ] ١-‏ < جاس <۱ 


TY 


E‏ لاذا؟ 


چم 
ہہ 4 فکر وناقش عتعی حو عه مہ ہت وید اچ مس تو مها و اح ها جح حل وو لا اج ہے جو ۳ پر جس نت 3 





1 ص | 
| الشکا ۔-٣)‏ الا ق(س) = ٣١‏ جا 1 
۱ درس (۲-۶) لذي یمثا س س ۳ 
منحنی الاقتران ق(س) = ۱ + جاس ۱ 
۰ 7 ۱ 
ا وھ ۱ ١‏ ' 
| وفستر لماذا |[ (۱+جاس) وس ک : 
TM ۲ "۳‏ ۲ 1 1 
۲ ۲ 
الشکل (۳-۶) ۱ 
تدریب ۹ 
ص 
رایع و ہے ۰ ۲ 
صصق( 
رت 
ما اشاره ۱ ق(س) وس ۰ لماذا؟ 
Ty (0007‏ 
۳ 
BEY‏ 
بن أذ ۲+ < خا تت کک پ ال کا 
بين أن | و(س”+ )٤‏ وس > | “اس وس » دون حساب قيمة کل من التكاملين. 
۳ ۳ 


ا حل 

افرض ان ق(س) س + ٤‏ ه(س) ٣س‏ 

ل(س) = ق(س) - ه(س) 

ادرس إشارة ل(س) 

ل(س) > صفر لكل س و [-۲ » ه ] لماذا ؟ 
- ۳س + 4 > صفر 


¥ 


سج > ٣س‏ تکل‌س‌د3 [-۰۲ ۰ ] 


٥ 


7 ۱ رو ۳ ٤6وس‏ > | ۲س وس 


۲۱۳ 


' ادرس الشکل ( ۵-4) وفسّر ما يأتي؟ 


۱ ق(س) وس > | ھ(س) وس 





























اعتمادا على الشکل (۲-4) الذي عثل منحنيي 
و ۶۷۹+ 3(س) 
مايأتي؛ مبررًا إجابتك : 





۱ ۱ 


۱6 ق(س) وس ۰ ۱ ه(س) وس 


۲( 1 ق(س) وس > 1 ه(س) وس 


ڪا > 























بین أن | ا سا وس ینحصر بين ١‏ ۰7 ۸ 7۲ 


دون إيجاد قيمة التكامل 


اخل 


-1< جتاس <۱ لکل س۰۰[3 ۲ 7 ] ماذا؟ 
٠‏ < جتااس <۱ لماذا؟ 


2۳ "تيحن اس ٤2‏ 


3 وس < ام جتا" س) وس < | وس 


TY 


ومنه 1 7 > ۱ (۳+جتاآس) وس > TA‏ 


TY 


تدریب ۱ ۱ 


۱ 


7 م < 1 وس < 2 فجد اکبر قيمة مکنة للثابت م » وأصغر قيمة 
۱ 


: اش 
TT‏ 
چې 
۱ م فكر وناقش وشو جوع میم لوو تور ماع A CK‏ و TE‏ ا و و لل 


۳:۹ 





)١‏ احسب قيمة کل من التکاملات الآنية 





ج | جا۲س وس 


۳ ۷۷ + اس 


حاس ا حتاد ` 
ا جاس + جتاس 
۳ 


ز) | (س-۱)(س؟ + س+ ۱ وس 


۱ ٤ 
سپ وس‎ | 


۵ قسن" ۱۲س + > وس 


۲- 


تمارین ومسائل 


۳ 


ب) سب اس-۱۱|) یس 


7 آس+ کان ارس 


٤ 


۲ 


و )](۹س۔۷) وس 


۲ 


۱ 


ح2] باس (راتن +۲6۲ وس 


۳ 
۳ تست وس 


3 


5 


دن | ا 


.)۱-( إذا كان ق(«س) ۳ چ وس سے ٣س اوس فجد ق‎ ٢ 


۲ 


۳) إذا کان | ۲ب وس = ۳۰ حيث ب 3 ح ء فجد قيمة الثابت ب . 


جح 


4) إذا كان | س( ١‏ - س) وس =. » حيث ج 3 ح » فجد قيمة ج . 


ج 


0 
)٥‏ إذا كان | ( ٣س‏ - ۲ ام وم ) وس - . ۲ » فجد قيمة الثابت ج. 
7 6 


۳۲۰۰ 





نس 1 ۳ > س > ۰ 
5 ) کان ق(س) = 


۷ ) إذا كان | (۷س-۳) وس-. ۲« فجد قيمة الثابت کا 


۲ 


سس 4 ٠‏ < س ٤2‏ س۳ 





۳ ۳ ۳ 
۸ ) إذا کان | (۲ق(س) + ۳ -٦)وس‏ ۰۱۲ فجد | ( س )نزن 
۱ ۱ 


5 ۲ 


٩‏ إذاكان | (۲ق(س) +۳) وس -<-۱۷ | فسا وس م 


۹ 


۹ 


فجد | (:ق(س) -۱) وس 


٥ 


. 7 5 ۱ روہ 
تحت سیتا تكانا. امن ہے تم لئے بين ان 
) دو ب تحامل ۴ ۳جتا اسب وس بین 

۱ 1 


7 
> تجح "سح فون ار سے 
و ۱ ٣جتا١"س‏ + ۲ ۲٢٣‏ 


۱ ذاعلمت أنم < | ٩‏ -سآ وس < ك؛ فجد أكر قیمة مكنة للثابت م وأصغر قيمة 
۳ 


۲ 
مکنة للثابت ك تحقق ا تباینة دون حساب قيمة | ٩۷‏ -سآ وس 
۳ 
۲ (ذا کان ق اقتران كثير حدود من الدرجة الثانية » وكان ق(١)‏ = ه » قٌ(س) = »٤‏ 
۱ 
206 وس = ۳ » فجد قاعدة الاقتران ق. 


۱ و 


۲ جد كثير حدود ق(س) من الدر حة الأولى بحيث أ ق(س) وس ح٥ » | ق(س) وس‎ ) ١ 
١ 3 


ہی 


o۲ 


اقتران اللوغاریتم الطبيعي 





Natural Logarithmic Function 


هل عکن إیجاد اس وس باستخدام قواعد التكامل التى تعلمتها سابقا؟ فسّر إجابتك. 


بین الشكل (۷-4) منحنى الاقتران ص - ج » ع > ٠‏ 
س 

التصل علی (. ۰( وعکن إيجاد لس - | 
التي تمثل مساحة المنطقة المظللة 

وفي ما يأتي نورد بعض خصائص الاقتران ل(س) » س > ٠‏ 
۱ ل(۱) = ۰ 

١‏ س( - ل 

۳) ل(س) اقتران متزايد على ( ۰۰ مه) لماذا؟ 
4) منحنى ل(س) مقعر للأسفل على (۰۰ 660 لاذا؟ 
بالاستعانة بهذه الخصائ صيمكن ر سم منحنى تقريبي للاقتران 
ل. یبین الشكل )۸-٤(‏ منحنى ل(س) وهو منحنى اقتران 
اللوغاريتم. إِنَّ العدد ا حقیقی الذي يجعل مساحة المنطقة 
الظللة في الشكل )۷-٤(‏ تساوي وحدة واحدة يسمى 
العدد النيبيري» ويرمز له بالرمز ( ه ) وهو أساس اللوغاريتم 
الطبيعي» وهو عدد غير نسبي يساوي ۲,۷ تقريبًا. الشكل رو 

الاقتران اللوغاريتمي: هو اقتران ق غير ثابت قابل للاشتقاق على مجموعة الأعداد الحقيقية الموجبة 
9 ق( آب) < ق(1) + ق(ب) لکل ۹ ۰ ب > .۰ 


ل 


3 ۱ 3 
e ا‎ ٣ 
۱ 


> 

















0 ۱ 
)١‏ إذا کان ق(س)- لو, س » س ٠>‏ ۰ فان ق(س) سس 
۲) إذا کان ق(س)- لو ل(س»» وکان ل(س) قابلا للاشتقاق فإن 3(س) ۲( 


حيث ل(س)> ۰ 





YEE 
: عدون لكر هايأتي‎ 
۷+۲ ۱)ق(س)= لو (س"+ه5) 5)ق(س)- لو جا٢س ۲) ق(س)- لو ,اس‎ 
اخل‎ 


۱) ق (س) a‏ 


7 ۲ جتا س 
۲ ق (س) اس = ۲ظتا۲س 


۱ ۱ 
۳ ق(س) لسر باس ۷٣‏ دج لو (س؟+ ۷( ماذا؟ 
5 ی کے 2 گے 
- نشاط 11 11 اط سس رت RO OEE‏ 


| جد ق(س) لكل ما يأتي: 
| ۱) ق(س) لو (س -4) 


| )لى |س - 4 | (إرشاد: أعد تعریف | س - ٤‏ |) 


تدر 


جد ق (س) لکل مما يأتي: 
۱ ق(س) لو (۲ - حتاس) ۲) ق(س) لور |۲س + ه 





جتا 
E 07‏ ہے ہے 








الحل 
فوس ) سی ناس دحو ۸ کس ماذا؟ 
۱ ۱ 
لے جتاس - لو( ۲س؟۲) ماذا؟ 
۱ اہن ۲ سن ۱ ٣×س‏ 
فاا باس ۰ ۹۳ لصي ۳ فاس ٢‏ مس 


مثال (۳ 
جد معکوسّا لمشتقة كل من الاقترانات الآنية: 

۱ ۱ ۱ ٣س'‏ 
١‏ ق(س) = س ۲ ق() ‏ ہے 


الل 
)١‏ م(س) = لو |س| + ج 
۲ م(س) = لور [س"+ ۷| + ج 


۱( | وس لور |س| ٣‏ ج 
س 


۳ ق(س) وس < لور |ق(س)| + بح 





ق(س) 





جد کل می سک اک 
۲ 
| وس 6 ل وس ۲ | ظتاس وس 
۱ 
الحل 
6 ا دون < ۲ لور |س|+ج 
س س 


٦س‏ ۳ 
(١‏ | کے <لسور 162001 


دلو |۲۷ -۵| - لو |= لو ۲۷ لو الى ١١‏ 0 لاذ 





جس 
۳) | ظتاس وس- ا جا كس = لو إجاس|+ج 


تدریب ۲ 


بحد کل من التکاملات الاتية: 


3 3 


ہج وس ٦‏ ۱ ےت 


"ہے تمارین ومسائل 


۱) جد الشتقة الا لی لکل من الاقترانات الاتية: 


أ ) ق(س) لور ۲س ب) ق(س) - لو جا" ٥س‏ 
ج) ق(س) لو |س۲+ ٤س‏ - ه د ) ق(س) < لور( س ۲+ هس +۳) 
ه) ق(س) = سلو س و) ق(س) لو (۲ + اس ) 
ز ) ق(س) لو س"ظاس ح) ق(س) = لور ( e‏ 

(ع س + )" 
ط) ق(س) -(لو س)" ي) ق(س) < لو د۷۸ - س 
ك ) ق(س) لى ا٥س۲+‏ ٤س‏ ل ) ق(س) = ظا(ل و س) 


۱ 





؟) إذا كان ق(س) - لو (س + اس٢‏ - )١‏ آثبت أن ق6(س) = 
٣‏ ہے 
67 | (9یٰ - س) وس لسور |قاس + ظاس| + س" فاثبت ا 


)٤‏ بین أن الاقتران م(س) = لور جاس هو معکوس لشتقة الاقتران ق(س) = ظتاس. 


۵) جد كلا من التکاملات الآنية: 





ا وس ا 
ه + م٥ظتاس‏ ۲ ٣س ٢‏ 
س پوت 
ج | وج وس د) سیب وس 








س٤‏ 
ز) ۱ اس وس ( ELE‏ 
E‏ با + جتا۲س 
سا 
| سا وس ي) | ظاس وس 


)٦‏ جد معكوسًا لمشتقة کل من الاقترانات الآنية: 


۰ ۲س 
| ) ق(س) = او ےڈ تا 


س٣اتج٣‎ 


ب ) ق(س) = ( بے برا 


۳۰۷ 


0 ۴۱۰۵۵۵۵۱۵۵ اه و۱۲ 01 BOUL‏ 331 10+۶۱۲۲ 





الاقتران الأسي الطبيعي ق(س) = هت 
حیث ه: هو العدد النيبيري» هو الاقتران 
العكسي لاقتران اللوغاریتم الطبيعي 
انظر الشکل .)٩-۶(‏ 





)٩-4( الشکل‎ 





١)إذا‏ کان ق(س) = هد" فان ق(س) هھ 

؟) إذا کان ق(س) > 1ك ۰ حیث ل(س) قابل للاشتقاق؛ فإن 
مب 5 ل 
ق(س) = ل(س) مگ“ 


البرهان 


۱) ص = ھ سے لو ص = س ماذا؟ 
a‏ ۳ 
۳ 5 
ص ص ے و 
کے 
9 4 فکر وناقش ESSE SES‏ اک اک سمخ SELES‏ جه يو حنج و تی مجح ار 
٠‏ برهن فرع (۲) من قاعدة (۱) 


OEE 
جد ق(س) لکل مما يأتي:‎ 
(o ق(س) < هت + لو (س۲+‎ 5 


۳۲۰۸۹ 


6 ق(س) = ه ۷ ۲سا 
۳ ق(س) = هت 
اخل 


۱ ق(س) < هر" + 


سن 
س٢۲ ٥‏ 
6 ق(س) بت و ا ان 


۱ 


ہے 1 سپ 
ز۶ و وش 
تدریب ۱ 
جد ق(س) لکل مما يأتي: 
۱ ق(س) < هرحاس ؟) ق(س) = س؛ اس 


جو 


... پا فكر وناقش ا ت 


برهن أنه إذا كان ق(س) = هد 3 فان ق(س) = ل(س) 





ZEY 


جد ق(س) لکل مما یأتی: 
۱) ق(س) = لوھ ۲) ق(س) = ھ ٹیہ 
الحل 
۱) ق(س) < لوهم -س” لوه 

0 قرس ) ع اس" 4 ق(س) = ٣س‏ ۲ 
۲) ق(س) = ھ لوس ۱ 4 ومنه: ق(س) = ٤‏ س؛ 
تدريب ۲ 


جد قّ(س) لکل مايأتی: 


EEE ق(س)< س لے هت‎ )١ 


۰9۹ 


ا كان a‏ 


تک اباك 
هت وس ها ج 


مثال (۲ 
جد | (ه" + هت) وس 
ا حل 


= هاس + هت بح 
اه 


فة كل من الاقترانات الاتیة: 
جد معکوسّا لمشتقة کل من ۱ e‏ 
۱ ضس ۲ ق(س) 
0 ) <۲ هھ 
١‏ ق(س 
E‏ 
۳) ق(س) = هاب 
الحل 
(٥ ۱‏ س) = ه اس + ج 
E‏ 
؟) م(س) = ها کے ہہ 
له اسب پی 
۲ (س) - - 
ماذا تلاحظ؟ 


2 
أ > سح اس 4 بح 
| ھام وس - 1 هه 


۲۹۰ 


SE 
جد كلا من التکاملات الاتية:‎ 





-- ۶۲ ۳ رەس‎ | )١ 


اخل 


اٹ ا هر" + بح 


۲ هب وس < a‏ + ج 


۱ 


)| (۱+ه-) "وس ؟)أه” (۱+ه) وس 


51١ 


تمارین ومسائل 





)١‏ جد < مضه لکل من لاقترانات الاتية: 
ا )اص كار و ان اضر کی ادص 9 
بى) صن < پا د )ص = ,۱۱+ هراب 
سے 
ه) ص = هھ + لو ,اس و )ص -ه*+ لو قاس 
۳ 9 هراس 
ز) ص = هر :لبمس ۲ ح ) ص = rw‏ 
ط) ص = ھ' + س ۲ هرحاس ي) ص د (ه*۱)۳2 
جح سس سا 8 
7۲ كان فرح هر + الور جتاس + ]سس 
وکان > ہت 0( 


3 
١ 5 207‏ ہے رر رب ی مل 
۳) إذا كان ق (س) = جاس +هات » ق()-تے ق(.) = فجد قاعدة الاقتران ق. 


و یو أ - 0 


)٥‏ إذا كان ص = هأت » فجد قيمة (قيم) الثابت أ التي تحقق العادلة الاتية 
و وض + یں ضفرا 

)٦‏ إذا کان ق(س) = ۳ حيث ل(س) قابل للاشتقاق؛ فأثبت أنَّ: 
ق( س)= ۲۳۳ × ل(س) لو ٣‏ 


۲ 


۷ ذاکان | 3(س) یس هرا سال ٤ھ‏ ق(ب)- -7 ب , ب ع صفرًا فجد قيمة (قيم) الثابت ب. 


۸) جد کلا من التکاملات الآنية: 





ط) | هس راهب + هت + ٤‏ وس 


ھ لاس 
٥‏ لوي جتاس 
و) ۱ وس 
٣لو‏ س٢‏ 
2 ( ۱ ٣س‏ ھ وس 


ي) |( ٢)‏ وس 


1۳ 





طرائق التکامل 





« تتعرف طريقة التکامل بالتعویض» وتستخدمها فی إيجاد بعض التکاملات. 
س تتعرف طريقة التکامل بالأحزاء وتستخدمها فی إيجاد بعض التکاملات. 
» تتعرف طريقة التکامل بالکسور ال جحزئیة وتستخدمها فی ایجاد بعض التکاملات. 


عندما يطلب منك إجراء تکامل ماء قد یکون بالامکان تطبیق قواعد التکامل التي سبق لك 
أن درستهاء أمّا في بعض ا حالات التي لاتخضع للتطبیق الباشر لقواعد التکامل الأساسية؛ فمن 
الممكن استخدام طرق آخری مثل: 
- التکامل بالتعویض. 
- التکامل بالاجزاء. 
- التکامل بالکسور الجزئية. 

وفي هذا الفصل سیتم توضیح کل من هذه الطرق. 


Integration by Substitution fia 





نشاط 
شاع ۱ مر یت ا 
۱) بین أن م(س) = TF SS‏ معكوس لمشتقة الاقتران ق(س) = ۲س(س۲ + )* 


اد ا ا رس ای وس 


۳) افرض ص- س" + ۲ ثم جد وس 
)٤‏ اکتب التکامل في (۲)؛ بدلالة ص باستخدام الرموز في (۳) ماذا تلاحظ؟ 





1٤ 








مال( 


جد رس" + ۷)8 کس 


ال 
افرض ص ساس + ع 
ومنها یوص ٦س‏ ءوس اشتقاق الطرفین 
۸ 
ص 
| ٦س‏ *(س ٤+٦‏ )۷ وس = | (س٦+ ()٤‏ س٣‏ س) - | (ص)۷ وص - کک + ہے 
رس ریا 
- ج 


ونُسمى عملية إجراء التكامل على هذا النحو بالعکامل بالتعويض. 

TT ETRE 

حيث ضر ه(س) .> وص هھ (س) دش 

ويمكن تلخيص الخطوات التي يتم بها إجراء التكامل بالتعويض» على النحو الاتي: 

١)افرض‏ ص = ه(س) 

۳) عوّض ص بدلا من ه (س)» وعوّض كص بدلا من هت (س) ۶س. 

)٤‏ أي مقدار يبقى بدلالة س بعد عملية التعويض والتبسيط» اكتبه بدلالة ص. 

ه) احسب التكامل الناتج بعد عملية التعويض بدلالة ص. 

)٦‏ اعد كتابة ناج التكامل بدلالة س. 

ORY 

جد اش ا س٤۴ ٤‏ کس 

الحل 

افرط اض کاو ا 1 قصن 2 اس وس 

3 ۱ ۱ 

اس 0 ٣س‏ + وس =| 17 س +5 (۱۷۲س؟) كس = | چ (ص) دص 


۱ 3 ۱ 
ص TTT‏ ( ۳س + )۹ + بر 


o 








3٦ 


جا اكد نے 
5 رس ا كان 


ال 
افرض ص = س" - ٣س‏ + ۱ ومنه وص <(۲س- ۳) وس 
٦س-۹‏ ۱ ۲(۳س- ۳) 
جح سے و ہے ات سے ےو 
(س' - ٣س‏ + 701 07 | س١‏ لس )شک 


ا 7 8 ای ۳ 
| »وس 7 كس - اح قص = | :اص 





٢ص‏ ' زس ات تس 11 ۳ 
- ہے اک انتا ے۔ 


۴ 2 > س؟ +۴ ٭ 
تدریب ۱ 
٦ 0 2 TCE 0‏ ۰ 9 


۱۰ ۵ 
6 سکس وس 
CT‏ 

7 

جد | س"(س" + )٤‏ وس 

الحل 

افرض ص = س" + ٤‏ » ومنه وص = ۲س وس 

۱ ٣د ٦ ۲ | - 1 ٢‏ ماذا؟ 
س رس ۴۳ )٤‏ وس |۳ س (ض)' (٢س‏ >« وس) 8 


EY ۱‏ 
| لس" (ص)٦‏ وص تعویض و تبسیط 
لاحظ هنا بعد التبسيط بقي المتغير س؛ لذا نعود إلى الفرض لكتابة المتغير س بدلالة المتغير ص 

زاس << ص - 4 








۱ .ا TT‏ 
| “وص - اض وکر اج فرص ) وض موی و یی 
۱ ۸ ٤ص۴‏ ۱ 
_ (س ۳ 2)٤‏ _ ”(س'1 ۲6۶ كتابة الناتم بدلالة 
١‏ ۷ 37 ح جو ف 
تدريب ۲ 
جد كلا من التكاملات الآنية: 
(١‏ | س۷ باس -5 وس 07 |[ ۲س*(س" + ۵)* وس 
4 مثال (60 
+ )۹ 
جد | ا لد وس 
سس 
الحل 


۹ (س +۱" 
١ + 5‏ | ع٠‏ اتب 
ےم | تاک وس على | 9 اس و 


| یہ 


٢س‎ 





وس 





افرض ص = سس ۰ ص۲۱ ہی وص س٣‏ وس 


۱ 
| ضفخم -[- کل دوس - | ۱ 
ا9ت ہی 7 مص وص 














لماذا؟ 


تبسيط الطرفين واشتقاقهما 


تعويض و تبسيط 


إجراء التكامل 


كتابة الناتج بدلالة س 


۲|٦۷ 


جد كلا من التکاملات الآنية: 
1 سپس 
)| ند وس ؟) | س" "۰ ء۰" عس 


۳ 089990180 وس 00 وس 


VEY 


تی 
۱ جتا"س 
الحل 
افرض ص = ۱ + جتا"س 
وص< ۲ جاس جتاس وس » وص دح جااس یس متطابقة جع لاس = ٢جاس‏ جتاس 
وما أن حدود التکامل بدلالة س؛ إذن یلزم تغییرها بحیث تصبح بدلالة ص 


عندماس> ۰ فان ص = ۱ + جتا' (۰) = ۲ 


با . ۶ آ2 


العاف یں - | × جام 
۷+ بحتا اس | ۷ ۲ حتا"س ای 


ےا 


=| و =| -ص؟ وص = et‏ 
سرج ات6 T=‏ 


۸ 





۷ ٤ 
٥ ۱ + 
وس 1۹ ا‎ ٩ + سأ س"‎ ۱6 
۱ 5 
ھ3‎ 


بح | قا" لاس × هر طااس وس 
اخل 
افرض ص= ظا۲س ‏ ومنه وص“ ( "قا" ۲س) وس 


۱ ۱ ا ےت ۱ 
قا' اس كاه ات وس۔] چھ ات (۷قا" س×یس) =| هت وص 


۱ 
21 


هص + ے = سل ظااس + ہے 
DES‏ 
جد | (س + ۳) قتال(س۲+ اس-4) وس 
الحل 
افرض ص< س" ٦٦س‏ - ٤‏ » ومنه وص<(۲س )٦٦‏ وس 
| (س + ۳) قتا'(س۲+ ٦س )٤-‏ سا أده لين ل وتيت 01( ھی +“اوس) 


5 حا 0 
=| قتا ص وص- ‏ ظتاص+ ج = تا ظتلاس۲ + س- 4) + ج 


۹ 


۳۷۰ 


جد كلا من التکاملات الآنية: 
١٠٦‏ یسک + ۱) وس 7 


۳ ۷1 


0 6 
٢س‎ 


SEE 

دا جا اس جتا" ٦س‏ وس 

ال 

افرض ص = جتا٢س‏ » ومنه صر = ٢جا٢١س‏ وس 


5 ۳ ۰ 
| جا" اس جتا ٦س‏ وس ` امس ٣س‏ جتا ٦س‏ (-۲جا۲س وس) 





٥ ١ ۳ ڪا‎ 

اج اص ۳ سپ (۱- جتا" اس) ص ° × وص 

لاحظ هنا: بعد التبسيط بقي ا متغیر س؛ لذا نعود إلى الفرض لكتابة ا متغیر س بدلالة التغیر ص » 
سے 5 کے جح ٥‏ 

۱ عد ز مین ۸ میں وص - | پ-(ص؟- ص') وص 


5 (جتا۲س)۸ (جتاس)' 


۱ 5 ۸ 
۹ ص 


٦ ۲ 
چې‎ 


افرض ص = جاس» ومنه وص = جتا س وس 


ئن جتا”س ے2 جاءس جتا"س(جتاس × وس) =| ص“ جتاآس وص 


لاحظ هنا بعد التبسيط بقی ا متغیر س؛ لذا نعود إلى الفرض لكتابة ا متغیر س بدلالة التغیر ص. 














-]| ص؛ ١(‏ - جا'س) وص =| ص؛ (۱ - ص") وص لماذا؟ 
ا ۷ (جاس)° (جاس)" 
اا ا 
ای 
.-- پگ فكر وناقش اج لن سس ۳ ۳ ۳ ۳ ۳ اچ چو دی ماس مم مج ہبی ل اس بل شر تھی ی اس ۳ افص ا 


هاگ ال م خلال كرض س ای ؟ رر اقات 





۱ ۱ 
= | (جتاس× جاس)' جا س ودح رکوس × -(۱-جتا۲س) وس اذا؟ 


۱ ۱ ١ 
س جا" ۲س جتا۲س) ودوك ےجا اس وبري | ا اش ای دس‎ |= 
أولا جد | با"‎ 
ولا جد | > جا ۲س وس‎ 
5 ۲ کی‎ ۱ ۱ 5 ۲ ۱ 2 
)س٢اتج-١(-ح چ (۱- جتا٤س) ت حوس - ج جاع س) +بو متطابقة جا سح‎ 
۲ وںب-ِ ٔ سا‎ 
١ ا ےم س وس = حورن سحب س) لح ِب‎ 
حا حتا‎ ۱ ۱ 3 
افرض ص =جا۲س» ومنه وص <(۲جتا۲س) وس‎ 
حتا ماذا؟‎ xX جا عدا =| ۱ حا‎ ۱ ۱ 
٠ ھا اس ھا ان وس 5 جچ ا ی ىا اس وان‎ 
س٢ جا"‎ ٣ص‎ ۱ 


۱ 
= ]ا ص١وص‏ - سن جچدچہ سی 


۲۷۱ 








5 
۱ ۱ ۲ 5 جا ٦س‏ ۳ 
ای اتا جتا اس یوس ۸ دح ور و و نا2 AE‏ 
١‏ ۱ با ۲ 
إذن: | ل جا ٠س‏ وس 5 سل جا اس جتا اس وس س سل (ص - ل جا٤س)‏ - خا + جع 
١‏ عا" ؟ 
ومنه | جتا" ۲س جااس وس ت زنوت جاغس) - 7۹ + ی 
تدریب > 
۲٣‏ الانية 
۲٢۰ ۹۰‏ حتا ۲ 
6 | ظا eT‏ ا د 
"سس" وس E‏ هس جتا" ۵س وس 
”رس 
خم تحدث a‏ ... ی 
2 


عدت ای زملائك عن كل ما يأتي: 
)١‏ لماذا شمیت طريقة التکامل السابقة التکامل بالتعویض؟ 
۲) متی تستخدم طريقة التکامل بالتعویض؟ 7 


۳۷ 





موم تمارین ومسائل 


0۱ جد كلاً من التکاملات الاتية: 


۳۹ ۱ ل 
rarer‏ وس ۱ وس 


س"-٤‏ س٣٤‏ 
۲ ۱ 
وج یں و( رہ اس ) وس 
س اس 
۲ ۱ اعت ۲ | ۱ ۲ 
ز»| ‏ ي د5 
و ۳ سرا۱+لوس 
۲+۳ لو ۳ 
)| هھ 2۶ وس ۴ سب وس 
(س+١)‏ 
سک یس ل ) أجتا' س(١+حاس)"‏ وس 


۱ 
۲ إذا كان ۱ ق(س) وس<۸ ۱ ؛ فجد قیمة | س" ق(س )وس 
۱ ۱ 


هر 
۱ 3 


۳) إذا كان ۱ ق(س) وس<۸ ؛ فجد قیمة| ۳جتا(۲س) ق(جا۲س) وس 


(٤‏ بعل كاذ من التكاملات الآنية: 


۲ 
3 5 7 
۱ ) | جاس+ لسي جتان وس ب٢‏ چ وس 
خیقہ 
۱ ۱ - ظااس جاس,اجااس + 4 
ایس ال وم | خاش اجا تن وس 


VY 


ھ) | قتا ٦س‏ ظتا" اس ءوس و) أجتا“س وس 











ا اقيم | يخا کر ابن 
7209-7 پت اس ۹ 
2 ۱ 
رد وس »| قاس وس 
اظتاس +۳ 
۵ | کوج ل( کس س ‏ عت 
> 
)| جحاس(۱ + ا وس | جتاس- بجنا اس وس 
21 ۲ 
س) وس ع) | جتا٢س(جاس‏ - جتاس) وس 
١‏ 
۱ ۱ و سی 
۱ (س-۱)" 
ه) ابت أن + وس ہج ۱ 
5-0 "نب + حیث ۵ عدد زوحي 


)٦‏ اكتب الفرض المناسب لایجاد کل من التكاملات الآتية؛ بطريقة التکامل بالتعويض (دون 


إجراء التكامل): 

أ )جا س کاس ہیں ب ) | جتاٴس جا'س وس 
ج) | غاس قاس وس 3 ) | ظا'س قا'س وس 
ه ) | ظتلاس قاس وس و)] ظتااس قنااس وس 


VE 


اللکامل بالأجزاء 


Integration By Parts 





نشاط 
أجب عن کل ما يأتي: 

)١‏ بین ان م(س) = س جاس + جتاس معکوس لمشتقة الاقتران ق(س) = س جتاس 
)حت اس كان نين 

۳) افرض ق- س » هه < جتاس وس ثم جد ق » ه 

)٤‏ اکتب ناتج التكامل في (۲) باستخدام الرموز في (۳) ماذا تلاحظ؟ 


إذا كان ق» ه اقترانین قابلین للاشتقاق بالنسبة إلى التغیر س فان : 
رق(س) ×ھ(س)) = ق(س) ×ھ(س) + ق(س) »اه (س) 
أي آن ق(س) »اه (س) = (ق(س) ×ھ(س)) -ق(س) × ه(س) 
وبإجراء التکامل للطرفين بالنسبة إلى س يكون : 

| ق(س)*< هء(س) وس | ف عق ا سی - ا فا ھون وس 
لکن وه = ه (س) وس » وق = ق(س) وس 
آي 7 
| ق وه ےق « و اه × كدق 


وتسمى هذه بقاعدة التکامل بالأجزاء 





۳۷۵ 





۳۷۳۹ 


ق = لاس وق سخ جس فاا 
ہے سر و إجراء التكامل 
باستخدام القاعدة : | ق× وه = ق×ھ - | ھ×ء ق 

فال | ٢س‏ جاس وس ت٢س‏ × - جتاس - | -جتاس × اوس 

-- ٢س‏ جتاس + | ٢جتاس‏ وس 


< اس جتاس + ۲ بحاش + بح 


۵ منال (۲ 

جد اس هاوس 

الحل 

افرض 

ق = س وی کوش 
وه عماس هس 7 هواس 


وباستخدام القاعدة : ۱ ق< وھ ح ق كاه - | ه «وق 


| س جتاس 0 ۲ | س جاهوس وس 


| (۱س - ۳) موس )٤‏ | س قااس وس 


فكي وف = وس 


١ ١ ١ 
جتا۲س)وس ه = (س + سج جا۲س)‎ + ١ ء ه = جحتا'س وس = سج(‎ 
أق كاده = قكاهم- اھ × کرق‎ 


١ ١ ١ ١ 
س جتا'س وس = س × سج (س + چجااس) -] سج رس + سج جااس)وس‎ | 


۱ ۱ ۱ ۱ ۱ 
سپس (س + -جا(س) کر سس بتااس) +۰ بح 





لوس وس 

اخل 

افرض 

۱ 5 ١ 
عي < ءوس ه دس‎ 


وباستخدام القاعده : | ق× وه - ق ×ھ- | ه × وق 


۳ هآ 


۱ 5 5 ۱ ۱ 
| لورس وس د لو سس ار ٠ا‏ سک وس 


۲ 
"1 هم 


= سلو س |[ - ۱ وس 
< رها« لو‌ه) (ه ×لو ه)-(ه'-ه)=ه' 


۲۷۷ 


TVA 


تدريب ۲ 


2 5 


هد 
۲ 


000 92 
۳ ٣س‏ جاس وس eT ۱ (٤‏ ۶ں 


بعد" | من بحاس رين 


وق = ٢س‏ وس 

ورد ماس یس اي 

وباستخدام القاعدة : | ق ×وھحق ×ھ-]ھ×یق 

اسر حاس وس< -س' جتاس + ]٢س‏ جتاس وس 

لاحظ أنَّ ]١س‏ جتاس وس عثل تكامل حاصل ضرب اقترانين لیس أحدهما مشتقة للآخر؛ 
لذلك استخدم التكامل بالأجزاء مرة آخری. 

افرض 

ف > ا وق = ۲ وس 

رھ <بجاس یس فك ہوا 

| ای جتاس وس - ۲س جاس ت | ۲ججاس وس 


وعلیه فان 


اس جاس وس = - س" جتاس + ۲س جاس - | اجان وس 
ج جتاس + ٣س‏ جاس + ۲ جتاس + بح 


ا هات وس E‏ وس 


وعکن حل مثال )٥(‏ بطريقة أخرى تسمى طريقة ا جدول (Tabular Method)‏ 
وفي ما يلي توضيح خطوات هذه الطريقة: لحل اسا جاس وس 
على فرض أنه ق <س" ‏ » ل(س) حياس 
۱) اش الاقترانق عدقمرات حتی تحصل على( ۰ )ء وأدر ج النتائج‌في العمود الا ول كمافي ا حدول التالي. 
۲) آحر التكامل للاقتران ل(س) بعدد مرات تفاضل(ق)ء و آدر ج النتائج في العمود الثاني من ا حدول. 


۳) ارسم أسهمًا من مدخلة العمود الأول إلى الدخلة ‏ ق(إجراء التفاضل) که (إجراء التکامل) 


الثانیة للعمود الثاني بشکل قطري. ده 1 سس 
aS 7 ۲ ۱ ۳۳‏ 
)٤‏ ضع إشارة + و - بالتناوب على الاسهم بدءا ب( +) ۲ 0 02 
)٥‏ وبذلك يكون الناتح النهائي كما يلي : ے حتاس 


ایس ی ای ٢س‏ × - حاس + ۲ × جتاس + ج 
= - س" جتاس + ۲س جاس + ۲ جتاس + ج 

ملاحظة: حالات استخدام طريقة احدول 
حاصل ضرب اقترانین حدهما کثیر سعد وده والاقتران خر علی |حدی الصور الاتية: 
جا اس ۲ جتا أس ۳) ھاس ٤‏ أن +بپ و وک و E‏ 
تدریب ٤‏ 

جد كلا من التکاملات الآتبة: 

E‏ وس E E‏ وس 


ای سا وس 0 آس۲ (۲س + ۱ ءوس 


۳۷۹ 


TA‘ 


37 
جك اس جتاس؟ وس 
احل 
افرض ص “٣س٢‏ » ومنه وص = اس" وس 
آس- حتاس" وس | سا جتاس' (۲س" وس) ۳ چ ص جتاص وص 
والان استخدم طريقة التکامل بالأجزاء لاجراء تكامل ا مقدار ۱ ددن حتاص وص 


افرض 

١ ١ ۱‏ ۱ 
ق- ص وی رصن 
وه = جتاص وص ه = جاص 


کا من التکاملات الاتية: 


7 هجلی‎ ۳٢٤ بیس‎ ٢ 
3 
لاقاءس لو ظاس وس‎ | TT جتا‎ | )۳ 





وقح ۲ 7۲ 


ارم اس سن ي 


]ُھ' جاس وس- ھ"صجتاس + ۲ | ھ'جتاس وس ( |ها” جتاس وس تكامل بالأجزاء) 


= هحناس + ۲(ھ' جامس ۲ اهراب جا ( 
س س س وس 
ومنه هاس جاس یس = هراب جاس - سل هراس جتاس + ج 


حل مثال (۷) بطريقة آخری. 


إ تحدّث إلى زملائك عن كل ما يأني : 
۱ ١)لماذا‏ شمیت طريقة التكامل بالأجزاء بهذا الاسم؟ 
٠‏ ۲) متی تستخدم طريقة التکامل بالأحزاء؟ 


۰( 
۳ 
وہ 


سو و رک ہس کرک کی کرک دخات سو 


۲۸۱ 





)١‏ جد كلا من التکاملات الاتية 


1 ) | (۷س + )١‏ جتا ٣س‏ وس 


١ 
ج) ۱ س اس + ۳ وس‎ 


۲- 


ھ) | قاس لو ظاس وس 


ز ) اجتا اس وس 


ط ) | س(حاس + جتاس)" وس 


| 
أجتا 
| 
` سا 
۱ 
| 


سر 


( وس 


م )| قاس لو, جاس وس 


س) | (س + ۲س) هت وس 


۲ 


تمارین ومسائل 


پا س" لور س وس 


ِا 
و )| چا ند وس 


جتا اس 


و) آ گے وس 
چ اس 


ح) | جتاس لور جاس وس 


ن) | هس جتا۳س وس 
ل)](س١-‏ ۲س) اس +۴ وس 


ن ) 


| 
E 


کے 


۲ 


؟) إذا کان ۱ ق(س)وس 2 ۸۳ ۰ 05203 ۽ ق(۲) -8 » فاحسب قيمة | س ق6(س) وس 
۱ ۱ 


۳( و ق اقتر انا قابلا للاشتقاق على مجموعة الأعداد ا حقیقیة ح وکان 


۱ 


TAY 


| ا سک ق(٢) ٣>‏ ق(01)--١‏ 000 رت تھی 


التکامل با لکسور الجزنية 


Integration by Partial Fractions 





نشاط 
سا عت ۲ 
)١‏ بين أن م(س)- لور |س- ١‏ |- لو, |س+١‏ | معکوس لمشتقة الاقتران ق(س) + 








؟) جد ۱ وس 


۳ 
9 ۲ 
۳) چزرئ الکسر سے 
)٤‏ جد تکامل القدار الناتح من تحزئة الکسر في (۳). ماذا تلاحظ؟ 








جے؟ ڪڪ تحلیل ا مقام 


س١-)‏ (س-۲)(س + ۲) 





۲ ا ب 
7 (س-8)(س+ )0‏ س۲ ٠‏ س٢٢‏ 
الأس +۲) + ب(س - ۲) 


ےک کے ھٹگ ھشے تو حید ال مقامات 
(س- ۲) (س + ۲) سس 


من هذه الساواة عکنك استنتاج أن: 
۲= ا (س+ ۲) + ب(س- ۲) ای رین با انام هر 
بمكنك إيجاد أ » ب بتعويض قيم محددة ل س» ولتکن آصفار المقام 


ع ع ۱ 
عندماس < ۲ ے 4-5 أله أ جه 





YAY 


۳۸ 


-۱ 
عندما س ٣٢‏ ے ۲ بے ب = 


۲ 


وتسمی عملية إجراء التکامل على هذا النحو بالتکامل بالکسور الجزئية 

ملاحظة 

۱) عند تحزئة الاقتران النسبي يجب أن تکون درجة البسط أقل من درجة ا مقام. 

۲) عند تحزئة الاقتران النسبي يجب أن یکون مقام كل من الاقترانات ا جحزئیة عاملا من عوامل 
مقام الاقتران الأصلي. 

۳) إذا كانت درجة البسط آکبر من أو تساوي درجة القام» نقوم باجراء القسمة الطويلة ثم 


٦٦‏ هلال افراا ام لد ها ری اه 


٤س٠‏ 7۲ وس - ١‏ ا 7 ب 
س + س۲ (س-۱)(س+۲) سا۱ س.٢٢‏ 


٤س‏ - ١‏ = أ( س + ۲ ) + ب( س - ۱) 
فويض سك 1 و :۳۱ 


بتعو یض س = - ۲ » کد آن ب < ۳ 











اذن 
4 4 4 
۶س-۱ ۱ 
1 جج - ۱ س -۱ نت یہہ 7 
3 3 
= لو اس - ۱| | + علو إس + ۲ ] 
۸۱ 
داو وی ۳ی الو دامس كد 
تدريب ۲ 
جد | سب وس 
اس۲- ۷س + ۳ 
۵ منال ( 
اس ۲۳ 
ہیر ا وس 
فون سن 
اخل 
لاحظ أنَّ درجة البسط تساوي درجة القام؛ لذلك 7 ا 
۱ سس سس 
٢١س‏ + ۳ 0 لاس ل ۳ ۲س + ۳ 
سس س ادس 
لے 
ی 
جڑیئ انکر سپ 
اس+ ۳ آس+ ۳ .ا ب 


oT‏ س(س =  )۱‏ س س-۱ 
٥‏ 





س 1 ۳ 2 أ(س - ۱ + ب سن 
بتعویض س = . تحد آن أ = - م 
بتعویض س = ۱ اس < ه 


٥ 








اس ۲ ۳ 
إذن اسيك سا ۱ وس 
س 


| 


س -۱ 
= کس البو |س| + هلو |س-۱| + جح 


تدر 
بحد کلا من التکاملات الانية: 


۳ ۳ 
تن اد ن 
: وس 6 | تست 
تن 


ا 


۲ 


ہے ۲ : ۱ 





لحيل ۶ ۲١س‏ 1 تو اس ۱۱ 5 لو |س+١|‏ + ج 


صلی : لو اس - ۱| - لحو او ۱| + بح 


ناقش: (أي منهما اجابته صحيحة) . مبررًا |جابتك. 





افرض ص = اس فتکون ص" = س ۰ ومنه اص كص = وس دہ سو 


3 
۲ حب عناص دص | ص 


سے یس ے | لو 
ہے 1 کے تج گے 


TA 


۶ص 
5 اع ےہ ےہ او 
۶ص ص أ تی 
١‏ لس سس بل سب 


٤ص‏ = ا( ص + ۱) + ب( ص -4) 





ری .ہا 00 3 
عندما ص- ٤‏ فان اس عندما ص = - ١‏ فان ب = 5 
۱٦‏ 3 
اپ شش ۴ 5 + 


5ة١‏ 4 
ج ج-لور|اص-؛| + ج لور|ص+| + عد 


۳۹ 41 
ج لوراراس + ۱+ ج 


SEED 
برهت‎ 
عد یسب و‎ 
اخل‎ 
افرض ص - هھ“ » ومنه وص = ه" وس‎ 
۸ ۸ ق‎ 
کو ہے٦ بک رع الب وص‎ 
ه ۱۲۱-۲ (ه) - ۱۲ و ھت‎ 


۸ ۸ 7ے رب 
ص ت (ص-4)(ص+4) ص-؟ 3 





۸ آ(ص+ 4) + ب(ص- )٤‏ 


عندما ص = ٤‏ فان ١-‏ 1 عندما ص< 4 فإن ب < - ۱ 

ہے اس 
ججج وص > سح ور ند 3 
ص د ١"‏ ص ع ص + ٤‏ 


- سوراص-؟ |- لور راص+ء] + ج - لسو |ه-4] - لسو اهب |٤‏ + جم 





YAY 


| قاس ۳ 

-۔ ھے یم جو و 
| ٥ظاس‏ - ۲ظا- ۲۷ کب 6 و" 
۳ ات ستت 

ا اس ت ١‏ 


چ 
ي تحدث ا 
o‏ 
تحدث إلى زملائك عن كل مما يأني : 
)١‏ لماذا سُمیت طريقة التكامل السابقة بالتكامل بالكسور الجزئية؟ 
ا ۴اس تستخدم طريقة التکامل بالکسور ار 


TAA 





جد كاد من التکاملات الاتية: 








۷ 
0 | سس 
ہج 

(۱-س| 

۳ | ا تلوس 
۱ س'- هس + 1 
7 و رپچ 

(o‏ | س الس 

اش ساس ع 

١ (۷‏ وس 
اہج 

4 تس وس 
ا سدع 


۱ | لو س۱-)عس 


۳ وس 


0 ۱ وی 


۵ | هت یس 
۷( ۱ اس 


سس 
۸ + حتا اس 


وس 
3 | س(لو س)'- ٤س‏ 


5165 











» تستخدم التکامل لایجاد مساحة النطقة الحصورة بین ثلاثة منحنیات على الاکثر. 
ه تحل مسائل في مواقف حياتية تتضمن علاقات ضمنية. 


المساحه 
Area‏ 


الشکل )١١-٤(‏ عثل الواجهة الأمامية لأحد المباني 
وشکل المدخل لهذا المبنى عثله منحنی 
ق(س) = ۸- سك ء ما التكلفة الكلية لدهان النطقة 
اا باللون الگزرق؛ |ذا علمت أن سعر الدهان للو حدة 
المربعة (4۰) قرشا؟ 
تعلمت سابقّا حساب مساحة منطقة مستوية على شکل مضلع أو دائرة» وفي هذا الدرس 
ستتعلم كيفية حساب مساحة منطقة حصورة بين أكثر من منحنی لا .عکن حسابها بالطرق العتادة. 
وه ص 
إيجاد مساحة منطقة محصورة بين منحنى اقتران وحور السينات ص = ق(س) 
6 منال 7 ۱ 
اعتمادا على الشکل )١١-4(‏ الذي یمٹل منحنی الاقتران 
ق(س) = ۲س + ه في الفترة [-۰۱ ۳] 
)١‏ جد مساحة المنطقة الحصورة بين منحنی الاقتران ق وحور ۳ 


السینات والمستقيمين س = ۰۱ س - ۳ الشکل (۱۱-4) 





۲ وحدة 











۱ 





۹۰ 





© جد | [ق(س)|یس 

ال 

70 ۶پ 
۴ح ( بجموع طولي القاعدتين امتوازيتين) × الارتفاع 
م = ل ( ق(-) + ق(۳)) ۳(۷--) 

م - ل ( +011( )-7 وحدة مساحة 


۳ 7 
10 اق(س)| وس = ۱ (۷س٥٤)وس‏ = س" + مس | 
. ۴ 
EGS ES‏ 
ماذا تلا حظ؟ 
JEEP‏ 
اعتماذا على الشکل ( ٤‏ - ۱۲ ) الذي ثل منحنى س 


ق(س) = ٢س‏ - ۸ في الفترة [ ۲ » ]٥‏ أجب عن كل ما يأتي: 
€ اخس فا ا ھا 


ص < ق(س) 





؟) جد | اق(س)|عس 0 
۲ 
اخل الشکل (-۱۲) 
لاحظ أن المنطقة الطلوبة عبارة عن منطقتین» کل واحدة على شکل مثلث» إذن 
١‏ د ١‏ 
سج د يا طول القاعدة × الارتفاع 


0 :سھءہە"' 
- کو ۱۲ وحلة سا 
ولکن م 7 ۶ 


0 |ق(س)|وس- ا (۲-۸س) وس + | زس ۸)وس 
۲ ۲ 4 


خا ا سے اس 


۹۲ 


=( - ۱7 ) -( ۱71 - £) +( و هت ۲۳۲ 


۵ = 


ماذا تستنتج؟ 
لابد أنك لاحظت فی الثالین (۱) ۰ (۲) أنَّ مساحة المنطقة الحصورة بين منحنی الاقتران ق 


وحور السینات والمستقيمين س = أى س- ب » تساوي] اق(س)| وس 





إذا کان ق اة قترانا قابلا للتكامل : E‏ [ » ب ] فان مساحة النطقة ( م ) المحصورة بین 


منحنی الاقتران ق ومحور السینات في الفترة [أء ب ] عط وفق القاعدة اق(س)| ءوس 
1 


لایجاد مساحة المنطقة الحصورة بين منحنى الاقتران وحور السينات فی فترة محددة؛ اتبع 

الخطوات الاتية 

۱) ارسم منحنی الاقتران» وحدد المنطقة الطلوبة. 

۲٢‏ جد أصفار الاقتران ثم جرّئ ا منطقة الطلوبة حسب موقعها من حور السینات ( فوق حور 
السینات تحت حور السینات). 

۳) احسب مساحة كل منطقة جزئية على حدة؛ باستخدام التكامل مع الانتباہ إلى أن قيمة المساحة 
يجب أن تکون موجبة. 

)٤‏ اجمع الساحات التي حصلت علیها فی خطوة (۰)۳ وبذلك 
تکون قد حصلت على مساحة المنطقة الطلو بة. 


ل رت دہ ٤‏ 
اخل 





النطقة الظللة فی الشکل -٤(‏ ۱۳) تمثل الساحة الطلوبة 


)١-4( الشکل‎ 








ی ۳ س" 1 
= چ + وس|. + چ - وس ], 
دج ايد صفر +( ے0 سروف ۲۷) 
تدريب ۱ 
SS‏ 


0 


1 


إذا کان ق(س) = جاس » س 3 [۰۰ 7۲۲ ] فجد كلا ما يأتي : 
زور ۱ 


۹ س 
(١‏ الشکل ( 4-6 ۱) یوضح منحنی الاقتران ق وا لمنطقة المطلوبة 
TY‏ ص 
۳۴ | ق(س)| ےس ص = ق(س) 
=| | جاس | وس 897 ۱ 
۲ 
=| ال ان سس الشکل (۱-4) 


= - جتاس |" + جتاس 1 
= (- جتا( )+ جتا(صفر) ) + ( حتا(2۲)- جتا(× )) 
۱+۱ +(۱+۱)< 6 وحدة مساحة 


TY 7۲ 


زگ ۱ قلاس)وس = | جاس ےر 


- (- جتا(۲ )+ جتا(۰)) -(- ۱ + ۱) = صفرا 


وف 

عثل الشکل (۱۰-4) النطقة الحصورة 

بین منحنی الاقتران ق» وحور السینات في 
رن ات ار 
(م) تساوي(۸) و حدات مربعة» و مساحة 











ll 
۱ 


الفترة [ ۰ 3 ۳ 
ایجاد مساحة منطقة حصورة بین منحنیین 
4 منال (3 
یادا ع لت کر ۱ الذي شس سے 
)١‏ جد مساحة المنطقة (م ) الحصورة بين منحنی الاقتران 
ق وحور السینات في الفترة [-۲ ۰ ۱] 
ل وحور السینات فی الفترة [-۲ ۰ ۱] 


۳) جد قيمة م - ٦‏ 


۱ الشکل وت ) 
۶ ج | (قاشر)ت )ين ما ا 


۲ 








٦ ل(س)‎ 























ق(س) 


۹٤ 








ص 
اخل 
۱) الشكل ( ۱۷-4) یوضح منحنی الاقتران ق و النطقة الطلوبة ۱ 


۱ 


= | (4-س؟) وس < 4س - | 


۲ 





۲ الشکل ( ۱۸-۶) یوضح منحنی الاقتران ل والنطقة المطلوبة ور س٠‏ 


۱ 


۲ ۱ 3 ات 
م = أ (س+ ۲ وس = چ +۲ سل ی001 


۲ 


۱ 3 
= +5)-(4-5)- ۵و وحدة مساحة لس 


سج 
۸ 
اک 


۳( مام >۹ - هر = ٥و٤‏ و حده مساحة 
۱ ۱ 


)٤‏ | (ق(س)-ل(س)) وس- | ((4-س» -(س + ۲)) وس 





س٦‏ _ س۳ ]' 
ا و س١‏ س)وس< ٣س‏ س - تچ 


۱ ۱ ۸ 8 
جار عي جج ۳ ۱۳۱۵ > - 5) = هر وحدة مساحة 1 
۳ الشكل (۱۸-4) 
لابد أنك ا" حظت أن مساحة الم لمنطقة المحصورة بين منحنے 








۱ 


الاقتران ق والستقیم ل(س) في الفترة [-۰۲ ۱] هي : ۱ (ق(س) - ل(س))وس 


۹ 
إذا كان قء ه اقترانین متصلین على الفترة [ أ» ب] وكان ق(س)> ه (س) لكل س 3 [أ» ب] 
فان مساحة النطقة الحصورة بینهما في الفترة [أء ب ] هي: م =| (ق(س) - هل(س)) وس 

1 
لایجاد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنیین؛ اتبع ا خطوات الاتية: 
)١‏ جد نقط تقاطع المنحنيين. 
۲) ارسم منحنى كل اقتران» وحدّد المنطقة الطلوب حساب مساحتها. 
۳) احسب مساحة کل منطقة جزئیة على حدة باستخدام التكامل المحدود. 
) اجمع مساحات ا مناطق الجزئية التي حصلت عليها في خطوة(۳)» فيكو ن الناتج المساحة المطلوبة. 


۳۹۵ 








۱٦ 


۵ منال ل٦‏ 

جد مساحة المنطقة الحصورة بين منحنی الاقتران 
ق(س) = س" ومنحنی الاقتران ل (س) = ٤س‏ + ه 
الخل 

بن 2 س + ۵. ومنه سس - ۵ < صفرا 
(س- ۵) (س + ۱) < صقرا متس کو » س< -۱ 
نقط التقاطع هي:( ۰۱۰۱ (۲۰/۵) 

لاحظ أنَّ ل(س) > ق(س) لکل س د[-1, ه] > 
انظر الشکل(٤-۱۹)‏ الشکل(-۱۹) 


۳ (ل(س) - ق(س)) وس< ۱ 9 س+٥-س')وس‏ 


٥ 





5 ہس | _ تا ہپ ۱ 
= 9 دس ین | سر Yoto‏ و Cr +o — Y۲)‏ 


حم وحدة مساحة 


تدریب ٤‏ 
جد مساحة المنطقة الحصورة بين منحنی الاقترانین یق( ى )٤ھ‏ اس ه(س)<هس 





جد مساحة المنطقة الحصورة بين منحنی الاقتران ق(س) = جتاس ‏ و القطعة الستقيمة الو اصلة 








بين النقظتين ( <«( 
احل 
کے 

أولا جد معادلة المستقيم المار بالنقطتين (۰)۱۰۰ ( ڳ.): ميل ال تف 7 ے 
سس ۲ 
RE‏ ۲ 

۲ 

۲ 1 

معادلة المستقيم: : ص >= - ->۹پ) ومنه ص< سآ عدا 


انظر الشکل ٤(‏ - ١؟)‏ 











1 
مثال ۸ 
ق(س) = جاس» ھ(س) = جتاس في الفترة [ ٠‏ <7[ ص 
اخر ۱ 
جد نقط تقاطع النحنیین في الفترة [ 70۰ ] 
5 1 س 
بتعويض جاس = جتاس ومنها س - ۓ- ه(س) 
انظر الشكل ٤(‏ - ۲۱) 
3 ۳۹ ق(س) ١‏ 
3 
و | (ه-ق) وس- ۱ (جتاس - جاس) وس الشکل (4-١؟)‏ 


8 ١ ١ 
(جاس + بتاس) | ر )و8 مسا‎ = 


1 1 


م = 1 (ق - ه) یس = ۳ لحاس = جتاس) وس > (-جتاس - جاس)] 


0 3 


1 


3مہ 


١ =‏ =( - لل -(۱ )٢+‏ وحدة مساحة 


إذن المساحة المطلوبة هى: كر 

ومنه م =۲ ١ +1١-‏ +۲۷ - ۲ وحدة مساحة 

جد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى الاقترانين ق(س) = ١‏ + جاس» 
5 17 700 


۹۷ 





ایجاد مساحة المنطقة الحصورة بين ثلاثة منحنيات 

لایجاد مساحة المنطقة الحصورة بین ثلاثة منحنیات؛ اتبع الخطوات الاتية: 

۱) ارسم منحنی کل اقتران وحدد النطقة الطلوب حساب مساحتها. 

۲) جرّئ المنطقة الطلوب حساب مساحتها إلى مناطق جزئية؛ ع 
بين منحنیین» أو منحنی وحور السینات. 

۳) جد الإحداثيات السينية لنقط تقاطع النحنیات مع بعضها ومع حور السينات. 

)جد مساحة کل منطقة بحرقية» ثم بحد الساحة الطلوبة بجمع مساحات الناطق اب زثية. 

GEE 

جد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنيات الاقترانات الائية: 

ق(س) = -س” عه (س) = سلس » ل(س) ٦=‏ دس 

الحل 

)١‏ ارسم منحنيات الاقترانات الثلاثة وحدد المنطقة 
الطلوبة انظر الشکل ( ٤‏ - ۲۲) 

. جد نقط التقاطع بین کل منحنيين‎ ٢ 
لتجد نقط التقاطع بین قء ه:‎ 








عن العادلة 

- س = سس س۲+ چس = . 1 

ومنه س = ٠‏ 

أي أن نقطة التقاطع بين منحنيي الاقترانين قء ه هي ( 600 

لتجد نقط التقاطع بين قء ل الشكل (-۲۲) 
حل المعادلة : 


= سک۹٦‏ دس ٤س‏ ' دس ۱۳ , 
(س + ۲)(س۲-۲س ۳ = ۰ ومنه کے ٣‏ 
أي آن نقطة التقاطع بین منحنيي ق» ل هي (- ۲ء ۸) 
لتجد نقاط التقاطع بين ل» ه: 

۲۳۹۸ 


حل المعادلة: 
١‏ 
اصن ا e‏ 
أي أن نقطة التقاطع بین منحنيي ل» ه هي ( 4 ۰ ۲ ) 
۳) جرّئ المنطقة الطلوب حساب مساحتها إلى جزأین: 
م : النطقة الحصورة بين منحنيي ل » ق في [ ۲ ۰ 
م : المنطقة الحصورة بين منحنيي ل » ھ في | ۰ [٤‏ 
4) احسب الساحة كما تعملت ف الال السايقة 
م | (ل(س) - ق(س)) وس- د کی ۶۳س اوس 
۲ چا 


ما ( ل(س) - ه(س)) وس- | (-س- سید ) وس- | ا ) پوس 


e‏ = (ع ۲ - ۱۲) - صفر = ۱۲ وحدة مساحة 
ولكن م = م + م ومنه م = ٢٢ -> ٣٢۴ ٠١‏ وحدة مساحة 
جد مساحة المنطقة الحصورة بين منحنيات الاقترانات الاتیة: 


فقو غر ۱ -س » ل(س) < ۳ 


SEED 

جد مساحة المنطقة الظللة فى الشکل ( ٤‏ - ۲۳) 
5 3 ق(س) < س!۲ ۳۹ ٤‏ س ل(س) 

ھ(س) = هوس 

ل(س) = ه س 

اخل 

جد نقط التقاطع بين منحنيي لء ه: 

وس -ه ے س - ۱ الشکل (۲۳-۶) 





۳۹۹ 


إذن نقطة التقاطع بين منحنيي الاقترانین لء ه هي:(۰۱ ٥‏ ) 
جد نقطة التقاطع بين منحنيي الاقترانين e‏ 


س" ٤-‏ س = ۵ س۲ -عس - ه = صفراه ( س - ٩‏ ) ( س + ۱) = صفرا 
سح هم س = - ۱ تهمل (لاذا؟) إذن نقطة التقاطع بين منحنيي ل» ق هي: ( ه » ١‏ ) 


لاحظ أن :م = م + م, 


۱ س ۱ جا ٥‏ : 5 





=| (ل(س)- ق(س)) وس | (ه -س٢+٤٤س)وس‏ 


۱ ۱ 





۳ ۵ ۱۲۰ ۱ ۰ 2 
= وس + لاس" ]| , -(؟ = کچ + . )=( = + ,)لبك | وحدة مساحة 
Ao ۸۰ ٥‏ 7 7 
ولکن م > م + م ومنه م =+ > = ےم وحدة مساحة 
جتن 
.-- 7 فکر وناقش کربت بب رم سم مر رم رمع اد دز 
حل مثال ( ۱۰ ) بطريقة آخری» وناقش ا حل مع زملائك. ۱ 


تدر 


۰ 


ار ار 





ق(س) = جاس 





الشکل )۲٤-٤(‏ الشکل (ع-۲۰) 











الشکل (۲۸-۶) الشکل )۲۹-٤(‏ 

















۲ ) جد مساحة المنطقة الحصورة بین منحنی الاقتران ق(س) = ٤‏ س" - ٤س‏ » وحور السینات . 
۳ )جد مساحة المنطقة الحصورة بين منحنيي الاقترانین ق(س)< ٤س‏ - ٣س‏ » ھ(س) = وس 
) إذا کان ق(س) = ٣س"‏ ۰۳-2 جد مساحة المنطقة الحصورة بين منحنى ق(س) وحور 
السینات و الستقیمین س = - ۰۳ س< ٢‏ 
٥‏ ) جد مساحة المنطقة الواقعة فی الربع الأول و الحصورة بین الستقیم ص = ۸س » ومنحنی 
الاقتران ص = ۹ - س" وحور السینات. 
7 ) جد مساحة النطقة الحصورة بين متحتي الاقترانین ق(س) < جاس > ه(س) < جااس 
الواقعة في الربع الأول. 
) جد مساحة المنطقة الواقعة في الربع الأول الحصورة بین منحنی الاقتران ق ( س )= سل 
و حور السينات و المستقيم س - ص - ٠‏ » و الستقیم ه - س = صفرًا (ه : العدد النيبيري) 
۸ ) جد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى الاقتران ق(س) = ١‏ - س" ء ومحور الصادات 
والمستقيم س + ص = ه و المستقيم ص <س - ۱ 
۹ ) جد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنيي الاقترانين ق( س) = ١‏ + س" » ل( س) = س" + ه 
والمستقيمين ص + س - ۳١:۰ =١‏ دس = ۰ 


مم 


< 


١‏ جد مساحة المنطقة الواقعة في الربع الأول المحصورة بين منحنى الاقتران 
ق(س) = س" - ٤‏ ء والمستقيم ص = ۲ س + > ء والمحورين الاإحدالیین. 
۱) جد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى العلاقة ص" = 4 س والستقيم س - ص = ۳ 
١‏ ) جد مساحة المنطقة المظللة في الشکل ( > - ۳۰ ) حيث ق(س) = | س - ۲ | 
ه(س) = س ص 


ق(س) 





)٠٣--٣( الشكل‎ 


۳) معتمذا الشکل ٤(‏ - ۳۱) الذي عثل منحنی الاقتران ق(س) في الفترة [ ۳۰۰ ] إذا كانت 
مساحة ال لمنطقة (م) تساوي ٦‏ و حدات مربعة 


فجد | (؟- ق(س))وس ۱ 
ق(س) 


س کس سس ۳" 2 


الشکل (-۳۲۱) 








)١ ٤‏ معتمدًا الشکل ( ٤‏ - ۳۲ )ءإذا كانت مساحة المنطقة الحصورة بين منحنی الاقتران 
ق( س) و حور السینات تساوي ( ١‏ ) و حدة مربعة 


وکان | ق(س) وس< ٦‏ فما قیمة | ق(س)وس ق(س) ۱ 


۶ 
۱ 0 








الشكل (۳۲-4) 











العادلات التفاضلية 


1۰٣٣٣٣ 





إذا کان ميل الماس لمنحنى علاقة عند النقطة (س » ص ) يساوي ۲ س ص» فجد 
قاعدة العلاقة ص. 


يمكن إيجاد قاعدة العلاقة ص كما يأتي : 


حص - ۷س ص اذا؟ 

وتسمى هذه المعادلة بالعادلة التفاضلية 

= ۷س وس فصل المتغيرات 

لور |ص| = س٣‏ ج إجراء التكامل للطرفين 

اص| -هت*< ومنه | ص | = ج هت اص | > هت< ہہ = ج ھا 


کے رت ۳ 


معادلة التفاضلیة: هى معادلة حوي على مشتفات أو تفاصضلات . 
و یقصد بحل العادلة التفاضلية إيجاد علاقة تربط بين التغیر ص و التغیر س» بحيث تحقق العادلة. 


GED 








حل العادلة التفاضلية : 

"ص 

بح <( اس + ۱) وس 

اخل 

اوص<(۱ - س ) ( ۲س + ۱) وس سو لاوخ ردني 

اہی ح | هين طس .ایس إجراء التكامل غير المحدود لطرفي المعادلة 
اس تی 

۲ص - لل رلك + س + سے 


بل 
3 
4 0 
1 








۲ 
بل 


قسمة طرفي الْعادلة على ۲ 


> 


۱ 


| 
ك5 ا 


بل 
0 
4 1 
1 








۱ 
۷ 
اد 





حيث ج - ۳ 


>. © 


منال (۳ 


حل العادلة التفاضلیة: جتا"س وص+ ص وس = وص 
الخل 
اجعل المقدارين اللذين یحویان وص في طرف والمقدار الذي يحوي وس في طرف آخر 


جتا'س وص - وص = - ص وس 


( جتااس = )١‏ وص = - ص وس إخراج وص عاملا مشتركا 
۶ ص ےس TT‏ 5 

کے ا ا م|۲ نت 
سج ہر قسمة طرفي المعادلة على ( جتا"'س 1 سس 
گند = قتااس وس ماذا؟ 


تذدریب ١‏ 
حل العادلة التفاضلية: 


رس < ۶طت و رس لس - ۱۱ و 


کرت 


ی 7- یں ۷ص ١ ١‏ 
إذا کان ميل الماس لمنحنى علاقة عند النقطة (س» ص) يساوي سس 
فجد قاعدة هذه العلاقة؛ إذا علمت أن منحناها عر بالنقطة (۰۱ ٤‏ ). 


اخل 


ہے 
ميل المماس - 
صن ا دص _ كس 


4 
02 باس ۲ اض ۳۷س-۲ 
عن هن 
| (؟ص + 70١‏ وص -| (۳س- 708 وس 


١ ١ 
سے × ۲۲ض = × ۲ (۳س-۲)۱ + ج‎ 


لاص + 7 - ج لالس ۲+ ج 

ولكن المنحنى یمر بالنقطة ( ١‏ »2 4) 

PERT us‏ را00 اک0س دس 
۷ص +۱ --۲۳س ۲ + + 

تدریب ۲ 


س۳۷ + لو س ؛ فجد قاعدة العلاقة ص علمَا بان منحناها يمر بالنقطة ( هب »)٤‏ حيث 


ه : العدد النيبيري 

SEY 

سر سیوط خط عمطي و ولق العلاقة بعك البح E E‏ 
ع: سرعة اسيم سٹو و یی 


شا 

العطيات: Ee CE‏ ۰) = وم/ث» ف(۱) = گا متر : 
الطلو ب : إیجاد ف(۳) 

بس تن ٠‏ = اراح ومنه تھ حاون 





ءل 





| جع" مع این 


ین Cea‏ 
لکن ع(۰) = ٩‏ بالتعویض في معادلة +٠ = ۳ » )١(‏ ی ومنه ج < ۳ 
Teme‏ ماذا؟ 

ف ف ۱ 
ولکن ع = شک ےک = رن + ۱۳ > ومنه عف< (ن+۳) ' دن 
وف =| (ن +۳) ۲ین 


ga ار‎ SF 


ی ف(۱) = خم بالتعویض في معادلة (۲)» 
TE E‏ 
E‏ 56 


+(" 
ف(٣)‏ = ۳ سم حه ا ۱ و2 


أي السافة التي قطعها ا جسیم بعد ( ۳ ) وان من حرکته تساوي ۷۲ م. 


سیر جسيم على خط مستقیم وفق العلاقة ت حراع» حيث ع > ٠‏ » ت: تسار ع الجسیم 
ع: سرعة الجسیم. فإذا كانت سرعة الجسیم عند بد حرکته ۹م/ث» وقطع مسافة (۸۰) 
مترا في (4) وان. فجد السافة التي قطعها الجسیم بعد ثانیتین من بدء ح رکته. 


قذفت كرة من قمة برج ارتفاعه )٥٤(‏ مترًا عن سطح الأرض إلى أعلى بسرعة ابتدائية مقدارها 
)7 )مث وبتسار عمقداره(- ٠‏ ١)م/ث".‏ جد الزمن الذي استغرقته الكرةلتعودإلى سطح الأرض. 


تمارین ومسائل 





)١‏ حل کل من العادلات التفاضلية الآنية: 
أ )س ىدص - ص وس = ۰ 


ب) وس 7 وص = جتاس ىس 


۰ نس 
ریت عو با و 


.2 ضس کے 
د) قا" وص سا وس ج5 


۲ ی‎ a 
وا اخاصن اي ی‎ 


و) (س۳+۲س) اد ها (س+۱) (س؟ - ٩‏ ) 


۲) الة صناعية قیمتها عند الشراء ( ۲۵۰۰) دينار» إذا كانت قیمتها تتناقص .عرور الزمن وفق 


٥‏ — مر م۵ : 077-7 ۲ ۲ ۲ سس 
العلاقة .تج یی حيث ق : قيمة الالة بعد ن سنة من شرائھاء فاحسب قيمة هذه 
د ن 1 


الآلة بعد ( ۳ ) سنوات من شرائها. 
مس ص 


۳) إذا كان ميل الماس لمنحنى العلاقة ص عند النقطة (س »ص) يساوي سس 


فجد قاعدة العلاقة ص علماً بأنَّ منحناها يمر بالنقطة ( 0۱ ۰) 


)٤‏ عثل الشکل (۳۳-۶) العلاقة بین السرعة ٤‏ السرعةماٹ. 


والزمن لجسم يتحرك على خط مستقیم فجد .۳ 
المسافة المقطوعة في الفترة الزمنية [ ۷۰۰ ] 


ن 
الزن بالواق ‏ ۷ 5 ۵ 4 ۳ ۲ ۱ 


الشکل (-۳۳) 


ه ) ابتدأ جسيم الحركة من نقطة الأصل على محور السینات وفقا للعلاقة ت --4 ع7» حيث 
ع > ۰ ت: تسار ع الجئسيم » ع: سرعة ا جسيم فإذا كانت سرعته عند بدء الحركة 4 سم اث. 
أثبت أن فح ٢ن‏ ۷ع . 

'ث/م)٠١-( قذف جسم رأسیّا لأعلى بسرعة ابتدائیة مقدارها (4۰)م /ث وبتسار ع مقداره‎ )٦ 
إذا كان ارتفاعه عن سطح الأرض بعد ثانية واحدة من بدء حرکته يساوي (۸۰)متراء فجد‎ 
آقصی ارتفاع وصل إليه ابحسم.‎ 

۷) يزداد عدد سکان مدينة حسب العلاقة ید س٢‏ ع » حیث ع: عدد السکان» 
ن: الزمن بالسنوات |ٍذا علمت أن عدد سکان الدينة بلغ ( ۲۰۰۰۰۰) نسمة عام (۰ ۰۱ 09 
اا غاد اا بعد 3 1 عا 


ل ٠‏ أسئلة الوحدة | ا 


51 


۱) جد كلا من التکاملات الاتية: 


00 | تیش سرت قاس 
أ( |ام + ١‏ ب) | س وس 
| ا اس 
ا 3 
۳ کت وس د ) | ظتاس لور جاس وس 
با [(س*- وس)* وس و) | قاس نور ظاس وس 
۱ هت 
Eh ENS‏ وس ع)] سے وس 
طز الالو س ا 
لو س) وس ي) | تسم وس 
اھ 
۹ے سوا کھت م 
( وہر ہے وس اتہر تی س) وس 


۲ حل العادلة التفاضلية ۳ظاص - حم قاس ك 


1 ۲ 5 
۳) اذا کان ص'- لوس ص- ه” » فجك 2 


)٤‏ إذا کان م(س) = س۲ + ب س" - ١‏ معكوسًا لمشتقة الاقتران ق(س) » ق(۲) = 4 ۲ » فجد 
قيمة الثابت ب. 


) إذا كان م(س) »ه(س) معكوسين لمشتقة الاقتران ق(س)‎ )٥ 


وكان | (م(س) - ه(س)) وس = ۰۱۲ فجد | ۲س م(س) وس + | ٢س‏ ھ(س)وس 
٦‏ ذا كان | (۲ق(س) + ۱ ۲م وم )وس = 4 ۱ ؛ فجد | ۳ق(س) وس 


۷ ذا كان ق(س) = س" - ۱ ری" 5 ۱ اص وض ) ءوس فجد ق3(س) 





۱ 


۸ )إذاكان | (4ق(س) +۴) وس ۱۸ 2 ۱ ۲ق(س) وس <۲۰ » فجد 
١ 7‏ 


۲-۳ 


۱ زوس ہے ق(س)) وس 


٤ 
يسير جسیم على خط مستقیم حسب العلاقة ت “ا ۱ 2 4 ع > ۰ > حیث ت :تسارع‎ ) ۹ 
الجسيم » ع:سرعة الجسيم. إذا تحرك الجسيم من السكون» فجد قيمة الثابت أ التى تحعل‎ 
إذا كان ميل المماس لمنحنى العلاقة ص عند النقطة (س » ص) يساوي‎ )۰ 
7 , 15( فجد قاعدة العلاقة ص علمًا بأ منحناها مر بالنقطة‎ 


هص 


-١‏ جتا"'س 


١‏ جد مساحة المنطقة المحصورة في الربع الأول و الحدودة عنحنی الاقتران 
ق (س)= ٤‏ - س" » وحور الصادات و المستقيمين ص< س - ۲ » ص = 1 - اس 


۲) جد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنيات الاقترانات الاتیة: 


ق( س) - ل ه(س) <س - ٢ے‏ ل (س) -”م 


۳) الشکل(:-۳) يمثل الواجهة الأمامية لأحد 
المبانیء مدخل هذا البنی على شکل منحنی ٤م‏ 
مو و کی ۱ 7 
الاقتران ق(س) = ۲ - س س" . ما التكلفة 
الكلية لدهان المنطقة الظللة؟ إذا علمت أن سعر 


دهان الوحدة المربعة نصف دينار. الشكل )٤٤٣-٤(‏ 


۲۱۱ 


4 ۱) جد مجموع مساحتي المنطقتين الظللتین البینتین في ق(س) 


الشکا ٤(‏ ۳۵۹ ) حیث ق(س) = ۲س۰۲ 
ھ(س) = ۳ - س ول (س) = - ٢س‏ 





الشکل (14-ه*) 


)١ ٥‏ اعتمادًا على الشکل (8-14) الذي يمثل منحنی 


الاقتران ق فی الفترة [-7» ١‏ ]| حيث م ->-(١١)وحدات ١‏ ور 


مربعة» م = )٤(‏ وحدات مربعة» فجد 


۲ 


ص 
ق(س) 
_ ھک 
سن 
١‏ 2 


۲ الشكل (75-4) 

| س ق(۱-س؟) وس 0 
)٦‏ اعتمد على الشکل ٤(‏ -۳۷) الذي یمثل منحنى الاقتران ضس 

1 ۱ و سے ص = ق(س) 
ق(س) فی إیجاد كل ما ياتي: ۲ 
۷ ۱ 

5 8 سن 

٤(۱‏ ق(س)وس 5 7/۰ ۳ N‏ لے 
5 ۲ 
م 


ب) ۱ اق(س)] وس 


۷ 


ج) ۱ ق(س) وس | 


۷) جد كلا من التكاملات الآنية: 


أ ) أجاراس جتا راس وس 


کے قا ؛ 
2 
سس سس اح ل وس 


۲ 


ه ) | س٤‏ ھی ےس 


1۲ 


الشکل (-۳۷) 


ب) اس اس2 وس 


ظتام قتا 
و ا تاس ہیں ۳ 


8 اه 


و ) | جا٣س‏ قتاس وس 


٢جا٣س‏ جتا 
۳ کک سے 


+ جا 
سناس 
حتا ١س‏ 2 ١ ٤‏ جتاس 5 
ولوس 
)| رت عس ي) ]| (ظاس+ قاس):۱ قاس وس 


۸) يتكون هذا السؤال من (۱۱) فقرة من نوع الاختيار من متعدد» لكل فقرة ( )٤‏ بدائل 
واحد فقط منها صحيح» ضع دائرة حول رمز البديل الصحيح: 


٠ إذا کان ق اقتراناً متصلاً على مجاله ء وكان | ق(س)وس- هراس - لو جتاس-‎ )١( 
فإن ق(۰) تساوي:‎ 


ا( ب)ھ ج )۲ھ د) ۲ 


(۲) إذا کان [ق(س) وس -س* + جاس + ۳ فإنَّ ق(س) يساوي: 
03 ۱ 


١ 
بح) وس؛- جتاس ج) س" > حتاس‎ 


(۳) إذا كان ق اقترانا معرفا على الفترة[-۱ ۲] وکان ۱ < ق(س) < > فما آکبر قيمة 
للمقدار | ۲ق(س) عس؟ 


8 
0 ب) ٢٢‏ ج) ۳ د) ۱۲ 


۳ ۱ ۳ 


(4) إذاكان | ۲ق(س) عس- ۰۱۰ | ق(س) وس = > فإنَ | (۲ق(س)+۳) وس يساوي: 
۲ ۲ ۱ 


أ)ه ب) ۱ ج ) ۸ د) ۲ 


ہی 


۱ 


)٥(‏ | ق (ه(س)) هه (س) وس يساوي: 


أ ) ق(ب) - ق() ج) ق(ه (ب )) - ق( ه (1)) 


ب) ق (ب )-ق(ا) د ) ق (ه(ب)) -ق (ھ(أً)) 


۳۳ 


۲۱٤ 


)٦(‏ إذا کان م(س) » ه(س) معکوسین لمشتقة الاقتران التصل ق وكان 


۲ ۲ 


۳۴ ۲۳ 
۳ ب) ٤٠٤‏ ج) ۱۲ د) ۱۸ 


ھ 


(۷) اذا كان | س ق(س) وس < ٤‏ » فما قيمة | هت ق( هت) وس؟ 


۰ ۱ 


اك ب) ۸ ج ) ٢‏ د)٤‏ 
(۸) إذا كان ق(س) -ھ٢+لے‏ جاس فان ق (س) تساوي: 


(۹) معتمدًا الشكل »)۳۸-٤(‏ إذا علمت أن مساحة 
النطقة الحصورة بين منحنیی الاقترانین ق » ه 





تساوي( )٦‏ و حدات مربعة و کان 
ا ا 
1 )۱۰ پا ح) ۱ د) - 6 
2 ۳ 5 ہن 
(۱۰) معتمدا الشکل (۳۹-۶) الذي يبين الساحة بين ۱ 


منحنی ق(س) وحور السینات إذا علمت أن 


م ۸و٤‏ وحده مربعة» 9۸۲ .و حده مربعة» 





3 


م ۲ وحده مربعة» فان ۱ ق(س) دس تساوي: الشكل )۳۹-٤(‏ 


۲ 


ره ب) > ج ) ٦,۸‏ د) ,۷ 


(*) السؤال من أسئلة الاختبارات الدولية. 





(۱۱) معتمدًا الشکل ( 4۰-4) ما مساحة النطقة المظللة؟ 


۱ 


۱ 7ص حدس )دان 


ب ات - ۲س ) وس 
دا ۱ وسر یں 


د ١و‏ کس )وس 


١ 





)٥٤-٤( الشكل‎ 


اڈ 









الو حدة الخامسة 








القطوع المخروطبة وتطبيقاتها 


Conic Sections and its Applications 


تبرز أهمية القطو ع المخروطية ودراستها من خلال تطبيقاتها التعددة في العلوم المختلفة. 
فح ر كة الكواكب والنجوم وحركة إلکترونات الذرة في مساراتها حول النواة» تكون في مسارات 
ويتم استخدام القطو ع المخروطية في المرايا والعدسات وبناء ا مراصد الفلكية وا جسورا لمعلقة 
والأطباق اللاقطة للإشارات اللاسلكية » والأقمار الصناعية» وفي المقذوفات» وبناء الروبوتات» 
والمحاكاة» والصور المتحركة» ومعظم الصناعات الحديثة. 





یتوقع من الطالب بعد نهاية هذه الوحدة أن یکون قادرا علی: 


© کتابة معادلة حل هندسی تمثل: 
(مستقیم ودائرة» وقطع مکافی» وقطع ناقص, وقطع ز ائد). 
3 تعرف الصيغة القياسية لمعادلة (دائرة» وقطع مکافی» وقطع ناقص, وقطع ز ائد). 
© تمييز نوع القطع الخروطي إذا علمت معادلته. 
3 تمثيل القطع المخروطي بيانيًا إذا علمت معادلته. 
7 نمذجة مسائل حياتية على القطوع المخروطية وحلهاء مع تبرير الحل. 


۲۶۰ ۹ 

2 

3 

= 

e 
جج‎ 
الا‎ 

2 

۲ ام 














8 تتعرف القطع الخروطي. 
3 تحد معادلة حل هندسی. 


Conic Section f زود‎ 


الشكل (۱-۵) يسن خرو طا دائريًا قائمًا مزدوجاء حدد الشکل الناتج إذا قطع مستوى 
المخروط في كل من الحالات الاتية: 
)١‏ بشكل أفقي (عمودي على المحور ولا يحتوي الرأس). 
۲) بشكل مائل قلیلاعن المحور بحيث يقطع أحد المخروطين 










اب راسم المخروط 


٦‏ رأس الخروط 
دون الاخر. 
۳) بشکل مائل مواز لراسم الخروط بحیث یقطع أحدهما و 
دون الآخر. ۱ 
| 6) فرعي الخروط ولا بر بالراس. 
انظر الأشكال الناتحة عن کل حالة: 








۳۸ 














.)6:010( إذا کان الستوی القاطع عمودیّا على الحور ولاعر بالرأس» فإن الشکل الناتج داثرة‎ )١ 

۲) إذا كان الستوی القاطع مائلا قلیلا على المحور» ویقطع أحد الخروطین دون الآخر ء فإِنَّ 
الشکل الناتج يُسمّى قطعًا ناقضًا (5[[1086). 

Rs‏ الخروط ویقطع أحد الخروطین دون الآخر 
فان الشكل الناتج يُسمّى قطعًا مکافًا (010طهنه۳). 


ض8 ۶۹9ھ" ن الخروط وكان القطع لا يحتوي على نقطة الرأس» فإِنَّ الشكل الناتح 


سی قطعا زائدا .(Hyperbola)‏ 


تسمی الأشکال السابقة الناتحة قطوع مخروطية» وسندرس في هذه الوحدة كلا منها بالتفصیل. 


جحي 
.-- لق فكر وناقش 0020200200092 2*0 


EDE‏ عن نظ ری س تر ردانو ري تال در وناك خر وا 
a‏ وختویًا رأس الخروط؟ ۱ 


۲۳1۹ 


تمارين ومسائل 








۱) اعتمادًا على الشکل (۳-۰)؛ اکتب اسم القطع الخروطي النانج في کل حالة: 
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4 
الشكل (۳-۰) 


٢‏ اكتب اسم الشكل الناتج عن قطع مستوی مخروط قائم مزدوج في كل من ا حالات الآنية: 
أ ) إذا قطع الستوی فَرْعَي الخروط حيث لا يحتوي القطع على رأس الخروط. 


۵ 





١ ) 

ب) إذا قطع المستوى ا مخروط بشكل عمودي على المحور» ولا يحوي رس المخروط. 
) ( 
ج) إذا قطع المستوى المخروط بشكل مائل مواز لراسم المخروط بحيث يقطع أحدهما دون 
الآخر. ۱ ( 
د ) إذا قطع الستوی المخروط بشكل مائل قليلا عن المحور» بحيث يقطع أحد المخروطين 
دون الآخر. ) ( 


۳۲۰ 


الحل الهندسي 
1۱005 


الشکل (4-0) يوضح خطوات اود الذي 


ما الشكل الهندسي الناتج عن مسار خطواته؟ 








)٤-٥( الشکل‎ 

لاحظ أن حافة الرصيف تُتّل في المستوى على شكل مستقيم» وعا أن بعد أحمد عن الرصيف 
مقدار ثابت فإن مسار خطواته یشکل مستقیمّا موازیا خافة الرصیف. لاذا؟ 

ویسمی الستقیم في هذه ا حالة محلا هندسيًا. 
كور 

المحل الهندسي 

هو المنحنى الناتح عن حركة نقطة في المستوى الإحداثي تحت شروط معينة. 

أما العلاقة الجبرية التي تربط بين الإحداثيين السيني والصادي للنقطة المتحركة فتسمى معادلة 

المحل الهندسي. 

ود 
جد معادلة الحل الهندسي للنقطة المتحركة في الستوی ن(س » ص) التي تبعد بعُدا ثابتا مقداره 
(۳) و حدات» عن النقطة الثابتة ل (١ء .)٥‏ 
الحل 
لعرفة شكل المحل الهندسي الناتج عن حر كة النقطة (ن) في الستوی؛ أحضر خيطاء اربط بطرفه 
قلما صغيرًاء وثبّت الطرف الاخر من الخيط في نقطة ثابتة في المستوى» ثم حرّك القلم بصورة 
مستمرة باتحاہ واحد دون رفعه عن المستوى» مع بقاء ا خیط مشدودا» حتى يعود رأس القلم إلى 
نقطة البداية» ما الشكل الناتح؟ 





۳۳۸ 








Y1 


لا بد لك لاحظت أن رأس القلم يمثل النقطة 
المح ركة ن(س» ص) فی الستوی الاحدائي» 
ون طول الخيط بمثل البعد الثابت» والنقطة 
الثابتة تمثل النقطة رل). 

وأنَّ المحل الهندسي الناتح هو دائرة» كما يوضح 
الشكل )٥-٥(‏ مركزها النقطة الثابتة ل )٥»١(‏ 
وطول نصف قطرها البعد الثابت ۳ وحدات. 





الشکل (ه-ه) 
و لایجاد معادلة الحل الهندسي الناتح؛ استخدم قانون البُعد بين النقطتین ن(س » ص)» ل(۰۱ ۵) 
کمایأنی: 


ذل = | (س, - س,)" + (ص, - ص ,)۲ 

۳- ,آ(س - ۲)۱ + (ص - ۲)۵ 

ومنه (۲)۳ = (س - ۲6۱ + (ص - ۲)٢‏ 

إذن معادلة الحل الهندسي الطلوب هي: (س - ۲6۱ + (ص - )"= ۹ 

جد معادلة الحل الهندسي للنقطة التحر كة في الستوی ب (س » ص) التي تبعد بُعذا ثابتا 
مقداره و حدة و احدق عن النقطة الثابتة ك (۲ » -5). 


جد معادلة الحل الهندسي للنقطة ه (س » ص) التي تتحرك في الستوی» بحیث تبعد بُعدًا ثابنًا 
مقداره (وحدتان) عن الستقیم ل: ٤‏ ص - =١‏ ٣س‏ » وثمر أثناء حرکتها بالنقطة (3 » ۰). 
اخل 

لعرفة شکل الحل الهندسی الناتج عن حركة النقطة (ه) في الستوی؛ارسم خطا ثابًا على الستوی 
البياني باستخدام المسطرة» ثم أحضر ا خیط الذي استخدمته فی مثال (١)ء‏ وئبّت الطرف ا حر منه 
على الستقیم الرسوم» وحرّك القلم مع الطرف الاخر من الخیط بصورة مستمرة باتجاه واحد ومن 
جانب واحد أيضًا ودون رفعه عن الستوی» مع بقاء ال خیط مشدودا بشرط أن يبقى ا خیط عموديًا 








على الستقیم الرسوم ما الشکل الناتح؟ 
لا بد أك لاحظت الشکل الاغ من ےک سس 
القلم في المستوى هو مستقيم يوازي الستقیم 

ل» وآنه يعد عنه بعدا تابا مقداره طول اط 57 
المشدود. انظر الشكل .)٦-٥(‏ جک 
ولایجاد معادلة الحل الهندسي الناتج؛ اكتب الشکل )٦-٥(‏ 
معادلة الستقيم ل على الصورة العامق ثم 


استخدم قانون البعد بين النقطة ه (س» ص) والستقيم ل: ٣س‏ - 4ص + >١‏ ۰۰ حیث إن: 





أس + ب ص + بح 
س٤ض‏ ۶ ۱ 
O,‏ 


اعد -| 


5 


۳س - ۶ص + ۱ ۱ 


٥ 


۲ ا |۳س ح عص + ۱|- ۱۰ 
وبحل العادلة تحد أن: 
٣س‏ - ۶ص ۲ ۱۰<۱ , ومنه ۲س - ۶ص - - , 
أو لاس - ٤‏ ص + ۱۰-۱ ومنه لاس - ۶ص +۰2۱۱ 
وعا أن النقطة ھ تمر أثناء حرکتها بالنقطة (۳ ۰ ۰) إذن معادلة الحل الهندسي هي: 


۰ <-۹- ص٤‎ - س٣‎ 


کو 
.-- آگ فکر وناقش ا 
0 ماذا يُشترط أن يبقى الخیط عموديا على الستقیم الثابت في مثال (۲)؟ ۱ 
تدریب ۲ 


جد معادلة الحل الهندسی للنقطة التحركة فى الستوی ج (س » ص) بحیث تبعد يعدا تابنا 
مقداره (/أه ) و حدة طول عن المستقيم م: ص- - "١س‏ » ونر أثناء حركتها بالنقطة (-۰۱ -۳). 


YY 











YE 


همل را 
جد معادلة الحل الهندسي للنقطة ن(س ء ص) المتحركة في الستوی, التي يكون بعدها عن 
النقطة ب (-۳۲ ۰ ۰) مساويا دائمًا لبعدها عن الستقیم م: س= ۲ . 


ال حل 


با أن بُعد النقطة ن عن النقطة ب يساوي بُعدها عن الستقیم م» فان طول ن ب يساوي بعد النقطة 


ن عند المستقيم م» أي أن | (س + ۲)۳ + (ص - ۲)۰ ا 
و بتربيع الطرفین» ینتج أن: 

(س + ۲)۳ + (ص - ۲)۰ > (| س - ۳ )۲ 
(س + ۲6۳ + (ص - ۲6۰ -(س صا 
و او ای و ہا جو اک ات ا س ےد 
ہے اي 

إذن معادلة المحل الهندسي الناتج هي: 

ص۲ --؟اس نچ 


انظر الشکل .)۷-٥(‏ 





كيف ,عکن أن تتحقق من شكل الحل الهندسي الناتج عن حركة النقطة أ في الستوی في 
مثال(۳) باستخدام الخیط وقلم الرصاص؟ 


جد معادلة المحل الهندسی للنقطة ج(س » ص) التحر كة فی الستوی, التى یکون بعدها عن 
حور الصادات مساویا ثلاثة آمثال بعدها عن النقطة د(۲ ۰ -۱). 








۶ 3 ٠ 

تمارین ومسائل 

۱) جد معادلة المحل الهندسی للنقطة المتحركة فی الستوی ب (س»ص) التى تبعد بُعدا ثابنًا 
مقداره (۷) و حدات» عن النقطة الثابتة ۵( -۲ ۰ 5). 


۲) جد معادلة الحل الهندسي للنقطة ع (س.ص) التي تتحرك في الستوی, بحیث تبعد بُعذا ثابتا 
مقداره )٤(‏ وحدات عن الستقیم الذي معادلته س- ۱ء وتر آثناء حرکتها بالنقطة (-۰۳ ۲) 


۳) جد معادلة الحل الهندسي للنقطة د(س ء ص) المتحركة في الستوی» التي یکون بعدها عن 
النقطة ه ٥(‏ ۳۰) مساویّا دائمًا لمثلئ بُعدھا عن الستقیم الذي معادلته ص-؛ . 


۳۳۲ ۵ 


معادلات القطوع الخروطية 





طط ہس 
النتاجات 
س تتعرف القطوع المخروطية (الدائرة» القطع المكافئ» القطع الناقص, القطع الزائد). 
ها تكتب معادلة قطع مخروطي إذا علمّت شروط كافية. 
« تيز نوع قطع مخروطي وتحدد عناصره إذا علمت معادلته. 


The Circle 





آراد أحد المهندسين توصيل ثلاثة أجهزة حاسوب 
مع جهاز مركزي؛ بحيث يبعد الجهاز المركزي 
بخدا متساویا عن الأجهزة الثلائة. 
| كيف يحدد المهندس موقع الجهاز الم ركزي؟ 


تعلمت سابقًا أن الدائرة قطع مخروطي» وشکلھا نتج عن السار الذي ترسمه نقطة تتحرك في 
المستوى بحيث تبعد بُعدًا ابا عن نقطة ثابتة» حيث عثل البُعد الثابت طول نصف القطر والنقطة 
الثابتة مر كز الدائرة. 

ولإيجاد معادلة الداترة التي مركزها النقطة ٠‏ ب(س.ص) 
م (د » ه) وطول نصف قطرها (ر)؛ افرض 
النقطة ب (س » ص) نقطة على الدائرة» كما 


ص 


يوضح الشکل .)۸-٥(‏ وباستخدام قانون البُعد ان رت 
بين النقطتین ب» م تحد أن معادلة الداثرة هى: 
(س - د)” + رص -ه)" <را (وضح ذلك) الشکل (ه-۸) 


9۳ 














رس 


الصورة القياسية لمعادلة الداثرة التی مرکزها النقطة (د » ه) » وطول نصف قطرها (ر) 
وحدةهى: (س -د)؟ +(ص -ه)" در" 


جد معادلة الداثرة التي مركزها النقطة ( ۰٦‏ ۱) وطول نصف قطرها (4) وحدات. 

ال حل 

(س - )۲ + (ص - ه)۲ = ر" 

١> 2) رض‎ + ( 

VEE 

جد معادلة الدائرة التي مر كزها النقطة (ه » ۳) ومر بالنقطة (۰۱ ۰). 

الحل 

إحداثيا مر كز الدائرة (د» ه) هو (ه » *) 

وطول نصف قطر الدائرة: هو البعد بين المركز والنقطة التي تمر بها الدائرة 

إذن: ر = (س, - س))" + (ص, - ص ,)" 
دوك )اب )۱ 1 
۱۲ وده" 





ومنه رده وحدات 
ومنه معادلة الداثرة هي: 


ر" <(س -د)'+(ص -ه)" 

)-( الشکل‎ .)۹-٥( (س - ۲)۵ + (ص - ۷۳ انظر الشکل‎ = ٥ 

080 جد معادلة الداثرة التی نهايتا قطر فیها النقطتان (۷ء ۳)ء (ه‎ )١ 

۲ جد إحداثيّيْ مركز» وطول نصف قطر الدائرة التي معادلتها: 
ETO‏ 


YTV 


Y۸ 





4 مثال ٣(‏ 
جد معادلة الدائرة التى مركزها النقطة (-۰۳ ۲) وتمس عور الصادات. 
ال ۱ 7 
عا أن الداثرة ٹمس حور الصادات وم رکزها النقطة (-۰۳ ؟), 
فان رح ٣وحدات.‏ (لماذا؟) انظر الشكل (۱۰-۵). 

|ذن معاد الداثرة هی : 


(س + ۲۳ + (ص = < ٩‏ 








الشکل (۱۰-۰) 


جد معادلة الدائرة التي مركزها النقطة (4 » -۱) و مس مور السینات. 

ماذا تلاحظ من خلال حل کل من مثال (۲) وتدریب (۴)۲ 

حد معادلة الداترة في کل من احالات الاتیة: 

۲-- < وئمس الستقیم الذي معادلته ص‎ )١- ۰ ٤( م رکزها النقطة‎ )١ 

۲) تمس الحورین الإحداثيين وطول نصف قطرها يساوي (۳) وحدات (ادرس جمیع ا حالات 
المکنة). 

الصورة العامة لعادلة الدائرة: 

لاحظ اه عکن كاب معادلة الداثرة بصورة آخری عن طریق فك الأقواس» وعا أن 

(س - )۲ + (ص ده < را 

فان س۲ + ص" - ۲ دس - ۲ ھ ص + د' + ھ' - را = صفرّا 

وبفرض آن (-۲ د) < أو (-۲ هب (دا + ها در )ديم 

فتکون معادلة الدائرة هی: 


س۲+ ص۲+ اس + ب ص + بح > صفرّا . وتسمی هذه الصيغة الصورة العامة لمعادلة الداثرة. 


ہے ہو > 111111001111111 
الصورة العامة معادلة الداترة 
س۲ + ص۲ + آس +ب ص + بح ۰ ) حیث | آ) به جد آعداد حقيقيق وان 
ار رت لاحظ آن: 
۹۶٥٦٢‏ 9۹ ۶ ٌ9 
9 کت E‏ 
هو ( نصف معامل س - صن معامل ص) < ( حل -ح) 
ج رج رت ۳ 
7ت 
جد مركز وطول نصف قطر الدائرة التي معادلتها: 
ا اط کو ا ای ۱/۸ 
ال حل 
اكتب العادلة على الصورة العامة: 





و وض ا اض ماذا؟ 
المركز (د » ه) < (- نصف معامل س» - لصف معامل ص)< (۰۰ -) 
طول نصف قطر الداثرة ر </۲)۰(۱+(-۲)4 -(-۵) 
درا ادوع ٥‏ وحدة طول. 
کو 
 -..‏ فکر وناقش وت جردتت او سل هو مود ولو یی 
(١‏ حل مثال )٤(‏ بطريقة آخری (استخدم الصورة القیاسیة). 
۲٢‏ رجوعًا إلى الصورة العامة لعادلة الداثرق لماذا كان الشرط ( أ" + ب" - ٤ج‏ >۰) ؟ 


٤ تذدریب‎ 

جد مركز وطول نصف قطر الداترة العطاة معادلتها فی كل ما يأتي: 
ار ١‏ ۱ 

۳(۲س +٦)۲+(٣ص‏ = ۲6۱۲ ۳ 


۲۹ 








۳۳۰ 


جد معادلة الدائرة التي تمر بالنقط (۰۰ ۰ (۱-۰۳) (-۰۲ 4). 


الحل 

ما أن النقط تقع على الداثرق فإنَّها تحقق معادلتھاء ومنه: 

(۲۰+(۲۰ +(۱)+ب () +بع< . تعويض النقطة (0 » ۰) 
إذن ج = ۰ 

(۲)۳+(-١)۲+۔ -]۳٣‏ ب سے تعویض النقطة (۳ ۰ ۱) 
ع«أ ب ٠٠-١‏ تہ .۱ 

۲۲۰ +(ع۲ ۲+ وب ده تعويض النقطة (-؟ » 4) 
۲ + وب - ٢‏ وہ )۲( 

وبحل المعادلتين ركم جبريًا ينتج أن: 

اد ب >۸ 


ومنه تکون معادلة الداثرة: س" + ص" - ٦‏ س ۸ ص ٠>‏ 


تدریب ۵ 


جد معادلة الداثرة التي نمر بالنقط (۰ 6 ۰( ۰ ۳۰۷۲( ۱۲ ٠ء‏ ٹم جد مرکزها وطول نصف 
قطرها. 


جد معادلة الداثرة التي تمر بالنقطتین (۲ ۰ ۰)۳ ١-(‏ » ۱) ویقع مرکزها على الستقیم الذي 
معادلته ۲۳ص ۱۱ =. 


ا حل 


عا أن النقط (۲ » ٣‏ ( ١ء‏ ۱) تقع على الدائرة» فإنّها تحقق معادلتھاء ومنه: 


وما أن مركز الدائرة ( د » ه ) یقع على الستقیم الذي معادلته س-۳ ص-۱ ۰-۱ 
إذن د - ٣ه ,21١-‏ 

ومنه - أ + ۳ب ٢٢‏ سد ۳۲۶ ماذا؟ 

وبحل نظام العادلات ا خطیة الناتحة جبریّا ینتج أنَّ: 

أدبا ب = ٥‏ ی ٤=‏ ۱ 

ومنه فإِنَّ معادلة الدائرة هي: س" + ص" - ۷ س + ه ص - 4 ١‏ = . 


٦ تدریب‎ 


+٭ مھ 


جد معادلة الداثرة التي تمر بالنقطتین (-۰۱ ۰6۳( ۱) ويقع مر کزها على حور الصادات. 


۳۳۱ 


سے تمارین ومسائل 


)١‏ جد معادلة الدائرة في كل حالة من ا حالات الاتیة: 
أ ) مرکزها نقطة الأصل و طول قطرها ۸ وحدات. 
ب) مر کزها النقطة (-۰۲ ۱) ور بالنقطة (ه » ۱). 
ج) مر کزها النقطة (۳ » -۷) وتمس مور السینات. 
د ) نهایتا قطر فیها هما النقطتان (٦ء‏ -٠)ء‏ (٤ء‏ ۳). 
ه ) طول نصف قطرها يساوي (9) وحدات» وتمس الحورین الإحداثيين» ویقع مركزها في 
الربع الرابع. 
و ) تمر بالنقطتين ٤(‏ ۰ ۲۰۰(۰)6) ویقع مرکزها على حور السینات. 
ز ) تمر بالنقط (-ه ؛ ۰)۰ ۰۳ )۰ (۰۱ ۲). 
ح) تمر بالنقطة (۰۱ ۲) و تمس حور السینات عند النقطة (۰۰۱۷). 
۲) جد إحداثيي الرکز» وطول نصف قطر الداثرة العطاة معادلتها في كل ما يأتي: 
أ ) س" + ص۲- ۱ 
پا ر کار 
ج) س" + (ص - ۲6۷ = ۸۱ 





د ) س + ص۲- ۹ = ۸س + اص 
ه ) ۳س۲ + ۳ ص۲ + اص - ۲۷ = . 
و) (۲س - ۲۲ +(۲ص +6۱۰ < ۱۰۰ 
ز )(سع )1 ی ۷ے 
۳) جد معادلة الدائرة التي يقع مركزها على المستقيم الذي معادلته ص-٢س>٤‏ وتمس مور 
السينات عند النقطة .)١0 » ١(‏ 


) جد معادلة الدائرة التي مركزها النقطة (-۰۲ -5) وتمس| لمستقيم الذي معادلنه ص< ۳س +۱۰ 


۳۳۲ 


ه) تتحرك النقطة ل(س » ص) ف الستوی بحيث یتحدد موقعها بالعادلتین س<۲+۳ جاه » 
ص 4 +۲ جتاه حيث ه زاوية متغيرة. جد معادلة الحل الهندسي للنقطة ل» وبين نوعه. 


۷ جد معادلة الدائرة التي تمس كلا من المستقيمين س - ۰ ص <-۲ وتمر بالنقطة (4 » .) 
ويقع مركزها في الربع الأول» وطول نصف قطرها أكبر من وحدتين. 


ص 
۸ معتمدًا الشكل (۱۱-۵) الذي عثل دائرة اا 
حد معادلة هذه الدائرة. 
أ رک 6 ب ار ۰ ۰) 


الشکل (۱۱-۰) 


TTY 


القطع الکافن 


2 عم[ 





۱ استخدمت الطاقة الشمسية لتولید 
الکهرباء» حیث تستعمل مرایا علی شکل 
خلال آنابیب مارّة ببوُر هذه القطو ع. 








في الحقيقة إِنَّ استخدامات القطع الکافی تحدها في العدید من التطبیقات مثل: 

العدسات وا رایاء آطباق البث والاستقبال السلاسل واحسور المعلقة» وصناعة السیارات 
والطاثرات والصواریخ وال رکبات. كذلك مسارات القذوفات الأرضية» فما القطع الکافی؟ 
إذا تحر كت النقطة رس » ص) في الستوی الاحدائي» رم 
بحيث یکون بعدها عن نقطة ثابتة ب(س» ص ) 
مساویا دائمًا لبعدها عن الستقیم سح - س الواقع 
في الستوی نفسه فإِنَّ النحنی الناتج عن حركة هذه س 
النقطة یسمی قطعًا مکافتّا. انظر الشکل (۱۲-۰). 
ویکون رأسه النقطة (۰. ص,)» بورته النقطة (س,ء ص ) 
ومعادلة حورہ: ص = ص » معادلة دلیله: س = -س, ر 
ریت ۳ 

القطع الکافی 

هو الحل الهندسي للنقطة ن(س » ص التي تتحرك فی الستوی البياني» بحیث یکون بعدها 
عن نقطة ثابتة ب ( تسمی بؤرة القطع الکافی) مساويًا دائمًا لبعدها عن مستقیم معلوم ل 
لا يحوي النقطة ب ( يُسمى دليل القطع المكافئ). 





س >> یا 


YT 


لاحظ أن القطع الکافی متمائل حول الستقیم ا مار فی البؤرة والعمودي على الدلیل ویسمی هذا 
الستقیم حور التمائل أو حور القطع الکافی وتسمّى النقطة الواقعة على حور القطع على منتصف 
السافة بین البؤرة والدلیل رس القطع. 
الصورة القياسية لعادلة القطع الکافی الذي رأسه النقطة( د . ه). ومحور تماثله يوازي حور السینات: 

لایجاد معادلة القطع الکافی الذي رأسه النقطة م ( د ء ه )ء لاحظ أن حوره يوازي حور 
السینات و معادلته ص = ه. 

افرض أنَّ ن (س » ص) النقطة المتح رکة فی الستوی حیث تقع على منحنی القطع المكافئ الذي 
بورته ب وتقع إلى اليمين من رأسه فيكون 1 
إحداثيا البؤرة ب هما (د + ج» ه) حيث 
کھر بقل لج ھر ازع انعط يكنا أن 
النقطة ب هي موقع العمود النازل من النقطة ص 
ن على الدليل ل» فيكون إحداثيا النقطة ب 
هما (د- ج » ص). انظر الشكل (۱۳-۰) 
ومن تعريف القطع المكافئ تد أنَّ: 





ل ب 2 ۵ ب 


ل (د+ج))" + (ص- ه)" را (س- (د - ج))" + (ص- ص 
وبتربيع الطرفين: 
( س - (د+ج))' +( ص - ھ)' =( س -(د - ج) )' + (ص- ص) ۲ 
((س- د) - ج )۲ + رص -ھ)' =( (س -د) + ج )"+ .۰ 
ويفك الاقواس تحد ان 
(س - د)۲ - ٢ج‏ (س - د) + با +(ص - ه)" ع(س - )۲ + ٢ج‏ (س -د) + ج" ومنه: 
E 7 E ECD SCTE e)‏ 
وهي إحدى الصور القياسية لعادلة القطع الکافی الذي عناصره هي: 
)١‏ رأسه النقطة (د » ه). 


۳۳۵ 








T1 


؟) حور انله يوازي حور السینات ومعادلته هی: ص< ه. 
۳) بؤرته ب (د+ج » ه) ء حیث ج هي بعد البؤرة عن الرأس. 
)٤‏ معادلة دلیله س = د - ج. 


ویکون منحنی القطع الکافی مفتوحًا نحو اليمين. 


أما إذا کان عور القطع الکافی يوازي غور 
السینات ور آأسه النقطة (د » ه) وبورته 
ب ( د- ج » ه) تقع على يسار رأسه» انظر 
الشكل (ه-: .)١‏ 


فان معادلته هی : 


۷ کے 


رس ھ) 5 ٤-‏ ج (س - دا ج >. 


وهي إحدى الصور القياسية لعادلة القطع الکافی الذي عناصره هي : 
)١‏ رأسه النقطة (د » ه). 





۲٢‏ حور تمالله يوازي حور السینات ومعادلته هی ص = ه. 
۳) بورته ب (د- ج » ه) » حيث ج هي بعد البؤرة عن الرأس. 
)٤‏ معادلة دليله سح د + ج. 


ويكون منحنى القطع المكافئ مفتوحًا نحو اليسار. 


مال ا 


جد معادلة القطع الکافی في كل ما یأتی: 
)١‏ رأسه النقطة (۰۲ )١‏ ء وبورته النقطة (ه » .)١‏ 
٢‏ رأسه النقطة (۰۰ ») ومعادلة دلیله س<ء . 


الحل ص 
)١‏ ارسم شكلا تقرییّا للقطم الکافی» 
وحدد عليه العناصر كما في الشكل (ه 
a‏ 
ما أن القطع الکافی مفتوح نحو الیمین» 


إذن معادلة القطع الکافی هي: 

سے دی = چو ری دوم 

إحداثيا الرأس (د ه) ھما (۰۲ ۱) 
والبُعد بين الرأس والبكرة جح ۳ (ناذا؟) 
إذن المعادلة هي : ڑوت 1551 رس - ۲) 








مح 
زه - ۲ ۱). س 





إذن الصورة القياسية لمعادلة القطع الکافی هي 

وض اه او سے روس :۵) 

وعا أن إحداثیی رأس القطع الکافی (د ه) هما (۰» ۰) 
و بعد الرأس عن الدليل يساوي ٤ء‏ إذن ج < ع 

ومنه معادلة القطع المكافئ هي 


هن ۱۱۳ من 


۳۳۷ 


تدریب ۱ 


جد معادلة القطع الکافی في كل ما يأتي» ثم ارسم منحناه: 
٦ء‏ النقطة (-۰۱ ۰۱ وبورته النقطة (-ه ۱) . 
؟) رأسه النقطة (۰۲ )٠-‏ ء ومعادلة دلیله س <۱ . 


الصورة القياسية لعادلة القطع الکافی الذي رأسه النقطة (د . ه). حور تماثله يوازي حور الصادات: 
إذا کان حور القطع الکافی يوازي حور الصادات 
ورأسه النقطة (د ء ه) وبؤرته ب (د. ه + ج) تقع 
إلى الأعلى من رأسه. 

انظر الشكل .)۱۷-٥(‏ 






ب(د هاجح) 








فان معادلته هي: 

۱ (س -د)۲ < ٤‏ ج (ص -ه), ج > ۰ سب ۱۱ 

وهي إحدى الصور القياسية لمعادلة القطع المكافى الذي : لتك ] تک ی کت 
عناصرہ هي: - | ' 

)۱۷-۰( رأسه النقطة (د ء ه). الشکل‎ )١ 


3 حور تمالله يوازي محور الصادات» ومعادلته هي‎ ٢ 
بو رته النقطة ب (د » ه + ج) » حيث ج هي بعد البؤرة عن الرأس.‎ )۳ 
معادلة دلیله ص = ه - ج.‎ )٤ 


ويكون منحنى القطع الکافی مفتوحًا نحو الأعلى. 


۳۳۸ 


آما إذا كان حور القطع الکافی يوازي حور الصادات ورأسه النقطة (د » ه) وبؤرته النقطة 
ب (د» ه - ج) تقع إلى الأسفل من رأسه» فإِنَّ معادلة هذا القطع الکافی هي: 

رو وص و 23> . می٤‏ 

وهي إحدى الصور القياسية لعادلة القطع الکافی الذي عناصره هي: . مد ص 

)١‏ رأسه النقطة (د » ه). 





۲) حور تمالەیوازي حور الصادات. و معادلته‌هی س‌حد. 
البؤرة عن الرأس. 
)٤‏ معادلة دلیله ص = هھ + ج. شس 
ويكون منحنى القطع الکافی مفتوحًا نحو الأسفل. 
انظر الشکل (۱۸-۵). 
جع 


... و فكر ونائش.-۔ 0,0 
كيف توصلنا إلى كل من الصور القياسية (٢)ء‏ (۳). (5) ؟ 








جد معادلة القطع المكافئ في كل ما يأتي» ثم ارسم منحناه بشكل تقريبي: 
)١‏ رأسه النقطة »)١- » ٠(‏ وبؤرته النقطة (۰۰ ۲). 
؟) رأسه النقطة (۰۱ ۱) ومعادلة دليله صح؟. 


الحل 

)١‏ .ما أنَ الرأس هو النقطة (۰ ۰ -۱) و البؤرة هي 
النقطة ( ٠٠‏ ۲) ؛ 7 
إذن ج = ۳ء ويكون منحنى القطع الکافی مفتوخا 
نحو الأعلى. ومنه معادلة القطع الکافی هي: 
زی دیک بض = 
س" = ۱۲ (ص+ ۱) . والشكل )۱۹-١(‏ یوضح ذلك. ا 





۲۹ 


۳:۰ 


۲ يما أن الرأس هو النقطة (۱۰۱) و معادلة 
دلیله ص<۲ إذن جح ١‏ ء ویکون منحنی 
القطع الکافی مفتوخا نحو الأسفل. 

و تکون معادلة القطع على الصورة: 


ے٢‎ 


7 


(س<د)" ٤=‏ بخ زمر - هت) 

زیر - ) <- ع ری د ۱) 
والشکل (۲۰-۰) یوضح التمثيل البياني 
التقريبي للقطع الکافی . 


۲ ند 








الشکل (۲۰-۰) 


جد معادلة القطع الکافی فی كل ما يأتي» ثم ارسم منحناه بشکل تقريبي: 
)١‏ رأسه النقطة (۰)۱۰۱ وبورته النقطة (١ء‏ -5). 

۲) رأسه النقطة (۰ » ۳) ومعادلة دلیله ص + ۲ <, 

۳) بوٴرته النقطة ( ٠‏ 4 ۰) ومعادلة دلیله س = ا 





قطع مکافی معادلته ص" = ۸(س + 5) ء جد عناصره » ثم ارسم منحناه بشکل تقريبي. 

اخل 

معادلة القطع هي ص" - ۸(س + 4) 

وعند مقارنتها بالصورة القياسية لعادلة القطع الکافی (ص - ه)۲ = 4 ج (س - د) 

مد أنْ: 

منحنی القطع مفتوح نحو اليمين. وإحداثيي ال رآس (دء ه) هما (-5» ۰) و جك ب ناذا؟ 
ومنه فإ لبزرة هي النقطة (-۰۲ ۰) 


ومعادلة الدليل هي س = 1 

ومعادلة المحور هي ص - ۰ 

و الشكل (۲۱-۰).عثل منحنى القطع بيانيًا 
بشكل تقريبي. 





الشكل (۲۱-۰) 


جد إحداثيي الرأس والبؤرة» ومعادلة المحور والدليل» للقطع المكافئ الذي معادلته 
(س- ٥٦٥‏ - ۰۳ ثم ارسم منحناه بشکل تقريبي. 


بالرجوع إلى مثال (۲) فرع (۲), لاحظ أنه عند فك الأقواس في معادلة القطع المكافئ 
(س - ۲۱ -4(ص- ۱) ستجد أنَّ: 
س لاس ١+‏ = - ع ص ٤+‏ 
أي أن س" -۲س + وص -۳ = . 
وآنهبهکن كتابتها على الصورة ص = آس۲ + ب س + بد. 
كذلك في مثال(۳)» عند فك الأقواس في العادلة ص" = ۸(س + 4) » ستجد أن: 
ص" - ۸س = ۳۲ =. 
وأنه مکن کتاہتھا على الصورة س = أ ص" + ب ص + ج. 
em‏ ےہ مہ 
ه الصورة العامة لعادلة القطع الکافی الذي محوره يوازي حور السينات هي: 
س = ا ص" + ب ص+ج؛ أء)بء ج آعداد حقيقية. أ . 
٭ الصورة العامة لمعادلة القطع الکافی الذي حورہ يوازي حور الصادات هي: 


مو مه مم 


ص “اس + ب س + بیی ين جح أعلاد ا 


أ 


۲٦۲ 


قطع مکافی معادلته ص" + ٢ص‏ + ٤س‏ - ۰-۷ ء جد عناصره: 
اخل 

اکتب معادلة القطع على الشکل الاتي: 

ض ۲۰۳ نس ۷۰۲ 

وباکمال القدار (ص"+ ۲ ص) إلى مربع کاملء تحد أن: 

و اعد وو ےہ EN‏ ۱13 

أي أن معادلة القطع الکافی هي : 

(ص + ۱) = ٤<‏ (س - ۲) وهو قطع مكافئ 






حوره يوازي حور السينات» ومنحناه مفتوح نحو ۲ 
اليسار. 
فیکون رس القطع هو النقطة (۱-۰۲) ۳ 

وما أن ٤-‏ ج > ٤-‏ فان ج = ۱ ار کا ہے 
وتكون بورته النقطة (۲- ج» -۱) وتساوي 
(۰۱-) 3 

ومعادلة دليله سرح ۲ + جح ومنه مرح ۳ ال 
ومعادلة حوره ص ه » ومنه ص= ١١‏ الشکل (۲۲-۰) 

انظر الشكل (۲۲-۵). 

تذ کر: 


۱ 
لاکمال مربع في س نضیف ( -7- معامل س)" إلى طرفي ا لمعادلة أو نضیفه و نطرحه في 
الطرف الواحد من المعادلة» بشرط أن یکون معامل س" يساوي .١‏ 


جد عناصر القطع الکافی الذي معادلته س"- ٤‏ ص + ٤‏ -. 


OEE 
جد معادلة القطع الکافی الذي محوره يوازي حور السينات» وبورته النقطة (-۳ 4) وير‎ 


۳ 
8 


بالنقطة (۰ ء 20 » ويقع رأسه إلى مین بؤرته. ثم ارسم منحناه. 








اخل 

عا آن محوره يوازي حور السینات» ویقع رأسه إلى بمین بوّرته» فإن منحناه مفتو ح نحوالیسار 
ومعادلته علی الصورة: 

(ض-هی)۲ دح و یرس < د) 

بؤرة القطع ( د - ج » ه) هي النقطة (-۰۳ )٤‏ ص 

ادن اه ٤=‏ 

د احاح "م سے د = ے م ETT‏ 69 


عا أن القطع بر بالنقطة (۰ » ۰) فانها تحقق معادلته. 
إذن (۰ - 5)4 وج( - ج +۲) 6 سام ت0 
و 


ومنه ۲ ٣ج‏ اع = لماذا؟ 

ع يت (۰: 
اي آن (< 2ع) رج (۱) كم سح ه 

ومنه ج < ع أو جح-١‏ تهمل لاذا؟ 

إذذ| ج -: | ددا الشكل (۲۳۰) 











ومنه فإ إحدائبي راس القطع (د ء ه) هما( )٤‏ 
وتكون معادلة القطع المكافئ هي: 
(ص- 1)٤‏ = - ۱۱ (س = )١‏ 


انظر الشکل (۲۳-۵). 


TEY 
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تدريب ه 


جد معادلة القطع المكافئ الذي یر بالنقطتين (۰۰ )٠‏ » (۰۱ ۳) ومحوره المستقيم الذي 
معادلته س < -۲ . 


ادعت لیلی أن القطع الکافی الذي معادلته ص" - ٤‏ ص - ۸س + ٠= ١‏ مفتوح للیمین» 
وأن القطع الذي معادلته س" + ۸س + ٣ص‏ + ۱ <۰ مفتوح للاسفل. 
حاول أن تتنبأ كيف توصلت لیلی إلى إجابتها. 


تمارین ومسائل 





۱) جد معادلة القطع الکافی في كل حالة ما يأتي» ثم ارسم منحناه بشکل تقريبي: 
أ ) رأسه النقطة (-۰۱ ») وبورته النقطة (-م ۰) 
ب) رأسه النقطة (-۰۱ ۰) وبؤرته النقطة (۰۳ ۰) 
ج) رأسه النقطة (۰۲ ۳) وبورته النقطة (۰۲ /) 
د ) رأسه النقطة (۲ » ۳) و بورته النقطة (۲ » ۲2) 
ھ) بؤرته النقطة ١(‏ » ۰) ومعادلة دلیله ص = -م 
و ) بؤرته النقطة (۰۰ ۰) ومعادلة دلیله س = ه 
ز ) بورته النقطة (۲ ۰ -5) ومعادلة دلیله س = ۲و۱ 
ح ) رأسه النقطة (۲ » -۳) ومعادلة دليله س = ١‏ 
ط) رأسه النقطة (-۰۱ ۲) ومعادلة دليله ص = ٥‏ 
)٢‏ جد کل من إحداثيي الرأس» وإحداثيي البؤرة» ومعادلة الدلیل ومعادلة الحور لکل من 
القطوع المكافئة العطاة معادلتها في كل مما يأتي: 
أ)(ص-"'- ٢٣(س )١‏ 
تپ رس عه )عدي ت٣‏ 
ج) س = ص" 
د ) ۲ ص۲- ۱۲ص - ٦اس‏ 2 ۱ . 
ه) ۳س۶-۲< ۸ص + ۱۲ 
و ) 6س ۳ ص۲۲+ ٩ص‏ + ۲ 2۱ , 
۳) جد معادلة القطع الکافی الذي معادلة حوره س = ۰۲ ومعادلة دلیله ص = ٥ء‏ وتبعد 
بؤرته ۸ وحدات عن دليله» ومفتوح نحو الاسفل. 
)٤‏ جحد معادلة القطع الکافی الذي یر بالنقطتن (۰۸ )۰ ( » -۰)۲ وحور تماثله الستقیم الذي 
معادلته س = ۲ . 


to 


)٥‏ جد معادلة القطع الکافی الذي محوره يوازي حور الصادات وبورته النقطة (۲۰۱) وعر 
بالنقطة (ه ‏ -۱) ویقع رأسه أسفل بورته. 


)٦‏ جد معادلة القطع الکافی الذي محوره يوازي حور السینات» وعرمنحناه بالنقط 
)٤- ۰ ۲( ۰۲ ۰۵0( ۰۰ ۰ ۲(‏ ویقع رأسه آسفل بؤرته. 


۷ في الشکل (۲4-۰) قطع مکافی رأسه 
النقطة ٠(‏ ۰ ۳) وبورته النقطة ب و دلیله 
حور السینات؛ والنقطة م (1:۰۲) تقع على 
منحناه. جد حیط الشکل الرباعي ل م ب ع. ۳ 








الشکل (۰- ۲) 


۸ قاعدة قوس على شکل قطع مکافی تقع على أرض مستوية» طولها ۲ ١متراء‏ ورأس القوس 
یرتفع ٩‏ آمتار فوق سطح الارض. اکتب العادلة المثلة لهذا القوس» علمّا أنه متمائل حول 
حور الصادات. 
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القطع الناقص 
The Ellipse‏ 


جد معادلة الحل الهندسی للنقطة ن(س» ص) ۵(س»ص) 
بعدیها عن النقطتین الثابتتین ب (۰۱ ۰ 
ب (-۰۰۱) يساوي دائما ٦‏ وحدات. 


الشکل (۲۰-۰) 
تعلمت سابقا بعض آنوا ع القطو ع المخروطية» والآن ستتعرف نوعا آخر یسمی القطع الناقص. 


سے 9 ره LN‏ 


لقطع الناقص 
هو الحل الهندسي للنقطة ن(س ء ص) التي تتحرك في الستوی الإحداثي» بحيث یکون 
مجموع بعدیها عن نقطتين ثابتعین ب » ب, (تسميان البورتین) يساوي مقدارًا ثابتا. 


عثل الشکل (5-5 ؟) منحنی قطع ناقص, له حوران للتماثل هما الستقیم الا بالبؤرتين ب,ء 
ب, والمستقيم العمودي عليه والمنصف للقطعة الستقيمة ب ب » تسمی نقطة تقاطع الحورین 
مركز القطع الناقص» وتسمی السافة بین البؤرتين البعد البژري آما الستقیم ا مار بالبؤرتين فیقطع 
منحنی القطع الناقص في النقطتين ر,ء 

۳ رسعات رأسَي القطع. و القطعة 3 

الستقيمة ر, رم تسمی الحور الأكبر ۱ 
(الحور البؤري)» بینما یتقاطع منحنی 
القطع مع الحور العمودي على الحور 
الاکبر في نقطتین تشکل ا مسافة بینهما 
طول الحور الأصغر للقطع الناقص. 





TEV 


۳:۸ 


الصورة القياسية لعادلة القطع الناقص الذي مر كزه النقطة( د » ه)» ومحوره الأكبريوازي حور السینات: 
اعتمادًا على الشکل »)۲۷-١(‏ لاحظ أنَّ مركز القطع الناقص هو النقطة 

م( د. ھ)ء ومحوره الاکبر يوازي 
حورالسينات» وبفرض أن البعد 
لبوّري يساوي (۲ج) » والقدار 
الثابت (٢أ)‏ يساوي مجموع بعدي ۱ 
النقطة التحرکة ن عن بوّرتي القطع» ہے 


الشکل (۲۷-۰) 


(د»ه+ب) 





حيرت ۱۲ ۸1:۲ ب اداد 
حقيقة موجبة وبذلك فإِنَّ إحدائبي 
بؤرتي القطع الناقص هما: ب ( داج ه) » ب (د ج » ه) 

ومن تعريف القطع الناقص تد أنَّ: 

تا ۳ب > ۱۲ ومنه 

| ( س - (د+ج))' +(ص-ه)" + رازس -(د-ج) )۲+(ص-ی) 2۷ ٢أ‏ 


ا( س - (د+ج) )۲+(ص-ھ٢‏ - 1۲- رالاس -(د- ج))'+(ص-ھ) ۲ 
وبتربیع الطرفين ینتج أن: 

((س- د) - ج) '+(ص-ھ)'۔- 

5 - 15 را( (س- د)+ ج)"+ (ص- ه) ۲ +( (س - د) + )۲+(ص-ھ) ۲ 
وبفك الأقواس وتبسيط المعادلة نحد أن: 

1+ ج (س- د) = ارا( (س- د)+ ج)'+(ص-ھ) ۲ 

وبتربيع الطرفین وإخراج حدود کعوامل مشتركة تحد أن: 

(۲۷ - ج؟) (س -د)۲ + آ"(ص- ه)" - ۲( - ج؟) 

وبقسمة طرفي المعادلة على أ" ( أ - ج") ينتج أَنَّ: 


(س- د)' ‏ (ص- ه) ۲ 


1 (ا"- ج؟) 5 

















وما أن أ > ج من تعریف القطع الناقص» و کلا من العددین أء ج موجب فان 


ا و منه آ - ےک 
وإذا انطبقت النقطة ن على الحور الأصغر ا مو جب ات 
کما فی الشکل )۲۸-٥(‏ 





۱ ۱ 
وبتطبیق مبرهنة فیثاغورس على الثلث ن م ب تجد آن: 802 
أا = ب٢‏ + سج" و منه ہے ےآ سيو (فسّر هذه النتیجة). 


(س- د) 5 (ص-ھ) 


ع 
1 كت 


اا وہ 


وهي تمثل إحدی الصور القياسية لعادلة القطع الناقص» وفي ما يأتي عناصره: 

)١‏ المر كز النقطة (د ء ه). 

۲) البؤرتان النقطتان ب (د+ج » ه) » ب (د- ج » ه) حيث ج هي بعد البؤرة عن المركز. 
۳) الرأسان هما النقطتان ر (د+ أ »ه)» ر (د-أءھ) 

)٤‏ معادلة المحور الأكبر ص <ھ ء وطوله يساوي ”أ 

)٥‏ معادلة المحور الأصغر س = د» وطوله يساوي ۲ب. 

لوا أن البعد البؤري يساوي ٢ج.‏ (حيث ج ' = أ'- ب؟) 


وأن إحداثيي طرفي حورہ الأصغر هما النقطتان (د ء ه + ب)» (د» ه - ب) 





ن(س »ص ) 
ری بی 
حد معادلة القطع الناقص المثل منحناه رص( 
۳ 
في الشکل (۲۹-۵). ۳ 


الشکل (۲۹-۰) 


۹ 


اخل 

إحداثيا مركز القطع النقطة ٤(‏ ء ۳) 

ومن تعریف القطع الناقص تد أن: 

نصف طول الحور الأصغر ب < ۳ وحدات. لاذا؟ 

نصف طول الحور الأكبر أ- ٥‏ وحدات. ماذا؟ 

وما أن الحور الأكبر مواز لمحور السینات. إذن معادلة القطع الناقص هي: 

(س- ')٤‏ 7 (ص-۳)' 
۲ ۹ 

جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الأصل» و شوره الأصغر يوازي حور الصادات 
وطوله يساوي ٤‏ وحدات» وإحدى بؤرتيه النقطة (-۳ ء ۰). ثم ارسم منحناه بشکل تقريبي. 


الصورة القياسية لعادلة القطع الناقص الذي مر كزه النقطة د . ه)» ومحوره الأکبر يوازي حور الصادات: 
إذا كان المحور الأكبر للقطع الناقص يوازي محورالصادات» ص 


ل (د»هبا) 


فان بؤرتي القطع الناقص هما النقطتان: 
ب (د. هاج) > ب( د» ه - ج) کمایوضح 


الشکل (ه-. (. 


(س؛ص) 






۱(دھ) 


(دحب.ه) 


دی 
و جس 
د, (د.ه) 
الشکل (۲۰-۰) 
وبإجراء الخطوات السابقة تحد أن معادلة القطع الناقص هي : 
ت ٢٠ا‏ ۲ 
وت ات كا ردك 


2 7 





وهي تمثل إحدى الصور القياسية لمعادلة القطع الناقص الذي عناصره هي : 
)١‏ مر کزه النقطة (د » ه). 
٢‏ بؤرتاه هما النقطتان ب (د» ه + ج)» ب (دءھ - ج ) حيث ج هي بعد البؤرة عن ال رکز . 
۳) إحداثيا الرأسين هما النقطتان ر (د» ه + [) ر (ده ه - آ) 
)٤‏ الحور الا کبر يوازي حور الصادات ومعادلته سح د ء وطوله يساوي ”أ 
)٥‏ الحور الأصغر يوازي حور السینات ومعادلته ص<ھ » وطوله يساوي ٢ب.‏ 
لاحظ أن البعد البزري ساری ٢ج‏ (حیت بح ای 
وأن إحداثيي طرفي حوره الأصغر هما النقطتان (د + ب ھ)ء (د -ب ه) 
الاختلاف المركزي للقطع الناقص 
لاحظ من تعریف القطع الناقص أَنَّ ج < أء وأنّ كلا من القيمتين أء ج موجبتان» ومنه <| 
(لاذا؟) 
تسمى النسبة (7۴) الاختلاف امرکزي للقطع الناقص» وستلاحظ أل قيمة الاختلاف الركزي <١ء‏ 
ولذلك سمي القطع ناقصًا؛ لأنَّ اختلافه ال ركزي نقص عن واحد. 
© تعريف"<” 
الاختلاف المركزي للقطع الناقص: 
هو النسبة بين نصف البُعد البوٴري إلى نصف طول الحور القاطع (الأكبر) = ج : أ 


۱ EE? 

جد معادلة القطع الناقص في كل مما يأتي: 

۱) مر كزه النقطة 27١0‏ ۳)ء وإحدى بو رتیه النقطة 7١‏ ۰ -۱)» وطول حوره الأصغر يساوي (5) و حدات. 
؟) بؤرتاه النقطتان (4 » )٠١ ٠( » )١‏ ويتقاطع منحناه مع المحور الأكبر عند س = ۲ + ,اه 





اخل 

۱) لاحظ أن الرکز والبوّرة یقعان على مستقیم يوازي حور الصادات أي أن الحور الاکبر 
يه ازى الصادات. 
یع ۱ (س-د) , (ص-ه) _ 
إذن معادلة القطع الناقص هي: لہ کی ڪا 


۳۰۱ 


وا أنْ الرکز(۲ » ۳) والبؤرة (۲» -۱) فإِن نصف البُعد البؤري ج = ٤‏ وحدات. 
وطول الحور الاصغر ٦‏ وحدات أي أن ب = ۳و حدات. 1 
لایجاد أ استخدم العادلة: 

= ب٢‏ + سج" 

٢٢ ٠٢+ ۹ = ٢أ ومنه‎ 

إذن معادلة القطع الناقص هي : س 


رس = ق ۳ 
Yo ۹‏ 


انظر الشکل(۳۱-۵). e‏ 
۲ .ما أن البؤرتين تقعان على مستقیم يوازي حور السینات. فإِن الحور الأكبر للقطع يوازي حور 
السينات» وتکون معادلة القطع هي: 


ھ0 ےھ 10 
( ال ہے گر 
۱ ب 


و البورتان ٤(‏ ۰6۱۰ (۱۰۰) ومنه ج <۲. 

إحداثيا مر کز القطع الناقص النقطة (۲ ۰ ۱) ماذا؟ 
وعا أن منحنی القطع یتقاطع مع الحور الاکبر فی الرأسين ؛ فان إحدائیی آحد رووس القطع 
هو النقطة (۲+,| ۵ ۰ ۰۱ وبذلك فان ام ° . لماذا؟ 
و لایجاد قيمة ب» استخدم العادلة: 


۱ 


ع 
پ؟ کا تپ 


5ے چو کے 


إذن معادلة القطع هي : س 


"کن ات ےی الشکل (۲۲-۰) 


۱ ٥ 


انظر الشكل (۳۲-۵). 





۳۰ 


تدریب ۲ 


حد معادلة القطع الناقص الذي بؤرتاه النقطتان ب ٣-(‏ ۰ ۰0۳ ب ٣-(‏ 3 ۹ء وطول محوره 
الاکبر ۱۲ وحدة. 


اي منال ٣(‏ 

اش +٦٢‏ 
حدعناص القطء الناقص الذ ي معا 
اخل 
بما أنَ ۰۲۵-۲ ب"= ١5‏ فان الحور الأكبر يوازي حور الصادات وتکون معادلة القطع الناقص 
علی الصورة: 


(س - د)۲ رض كه - 


۲ ۲ 


١‏ ۹ تت 


Yo 


د =۱ ثم‌ارسم‌منحناه بشکل تقريبي. 


ب 
سے ۲۵ ومنها =۴ تهمل القيمة السالبة» لاذا؟ 
تب اض یمان ۳ + تهمل القيمة السالبة اد 
ج ' = أ" - ب" = ۹ ومنه ج = ۳۴ تهمل القيمة السالبة لماذا؟ 
عناصر القطع الناقص هي : 
)١‏ مر کزه: (د » ه) هو النقطة (-۰۱ ۲). 
۲) بؤرتاه: ب (د» ه + ج) <(-۰۱ )۰ 
ب (د » ه - ج) <۱۰۱) 
۳) رأساه: رر(د ه ۱7-04 0۷ ٢٢)‏ 
زی رهد كرد ودم ف 
)٤‏ حوره الاکبر يوازي حور الصادات 
ومعادلته س = -۱) وطوله = ۲< ۱۰ و حدات 
)٥‏ حوره الأصغر يوازي حور السینات 
ومعادلته ص = ٢ء‏ وطوله ٢٢ب‏ = ۸ و حدات 
والشکل (۳۳-۵) يمثل شکلا تقرییًا منحنى القطع. 


لاحظ أن إحداثيي طرفي حوره الأصغر هما النقطتان (۳ء ۲( )=< 0۲ 





الشکل (۳۳-۵) 


oY 


Tot 


تدریب شس 


0 


جد عناصر القطع الناقص الذي معادلته 7 سب + کی < ۱ ثم ارسم منحناه بشکل تقريبي. 


حك غناصر سج القطع الناقص الذي رأساه هما النقطتان (ه ء ٠)ء‏ (-ه » ») واختلافه 
المركزي ۰۸ 

اخل 

لاحظ أن حور القطم الاکبر يوازي حور السينات» فتکون معادلة القطع الناقص: 


(س - د)۲ ا 0 





۲ ب " 

۲= ۱۰ ومنه أ ده لماذا؟ 
۸ 

وعا أن الاختلاف ال ركزي وو جج ۳ 
اذن نے ك 
ب؟ کا 7 

۱۲ o— 

ود ع جنل 565 ا 
وبذلك فإنّ عناصر هذا القطع الناقص هي: 
۱) مر کزه (د » ه) هو النقطة (. › ۰) لماذا؟ 


۲) بورتاه (د+ ی ه) <<( ۰.6 ۰) 
۳) رأساه (+ هع ۰) 

6 ) حوره الأكبر ينطبق على حور السينات ومعادلته ص> ۰ء وطوله ٢أ‏ - ۱۰ وحدات. 
ه) حوره الأصغر ينطبق على حور الصادات ومعادلته س< ۰ وطوله ٢ب‏ ٦وحدات.‏ 
ومعادلته هي: کے گے 

انظر الشکل (ه 


لاحظ أن إحداثیی طرفی حوره الأصغر هما النقطتان (۰ 6۳ (۰۰ -۳). 


الشکل ره ۲) 


جد معادلة القطع الناقص الذي أحد رووسه النقطة ٤(‏ ۰ ۱). والبؤرة القريية من هذا الرأس 
هي النقطة (۲ » )١‏ واختلافه ال ركزي ۰,۵ 


اعتماذا على مثال(۳) معادلة القطع الناقص هي : 


0 (صس _ 
5 ۲۵ 


وبفك حدود العادلة لتحویلها إلى الصورة العامة» تحد ما يلي: 

۵ (س + ۲6۱ +٦٣(ص‏ - 4۰۰-۲6۲ 

۵ ی + (۱٦‏ ات وص )نم 
فين وس ا ۱۱ص۲- 16ص بد ايد وب ع جد 


١ 


5ق پ ھی سے کے ۳۱۱ 5 + 


أس"+ ب ص" + ج س + د ص +ھ-٠‏ 


الصورة العامة لعادلة القطع الناقص هي: 


ارب ۱۰ وب 


تدریب ه ۱ 
حد معادلة القطع الناقص الذي عن کل من ۵۷ 


دح ۰۶ کن ص 1 2ر اد حل السوال بطریقتین ختلفتین. 


بالرجو ع إلى الصورة العامة لعادلة القطع الناقص» ناقش ما يأتي: ۱ 
۱ ناذا وضع الشرط أ ع ب ؟ ۱ 
۲٢‏ ما الشکل الهندسي الذي تمثله العادلة إذا كانت آ × ب = ۰ ؟ (ناقش جمیع الحالات) : 


aa‏ ود و مر جس یس و بر ید 


۳ ۵ ۵ 





6 منال 3 
جد عناصر القطع الناقص الذي معادلته: 

س" + 1۰ص - ٦س‏ - .وص - ۱۰۱۱ 

اخل 

آعد ترتيب العادلة مع تحمیع ا حدود تجد أن: 

(س" = ٦‏ 5س) + ۱۰(ص"۳- ۶ص) < ۱۱ 

وباکمال القدارین داخل الاقواس لے مربعین کاملین تحد أن: 

(س۲ - ٦س‏ + (-۲)۳ - (-۲)۳) ١.١‏ (ص۲- وص +۲۲ -(-1)0) = ۱۱ 
(س-۲)۳ - ۹+ ۱۰(ص-۲)" - ٤١‏ = ۱۱ 

(س ۲۲ + ۱۰(ص۲)/۲ = 1۲۰ 


۳ - (س-۲)۳ 
ای از 
تک ہی 


أكمل ا حل لایجاد عناصر القطع الناقص. 


قطع ناقص معادلته ٤‏ س' + ص" + ۱س -۰۱۷ جد كلا ما بأتی: 


١ = +‏ لاذا؟ 








(ص-۲)" 
1 


۱) |حدائيي مرکزه. ٢‏ إحداثيي الرأسين. 
۳) إحداثيي البؤرتين. )٤‏ الاختلاف المركزي. 


۳۰۹ 


جو 
و 4 فكر وناقش N RAEN E,‏ ور چو NT‏ مس چو Tg‏ بای ات نو سی 


القياسية بالشکل الآتي» وعلی الترتیب: 











دی سے 4 م۱ 
۱ ۱ ۱۰۰ 
ہے۲ ہے 
۱ ۱۰۰ ۱ 


اکتشف الخطأ في حل كل منهماء واکتب الصواب. 


چې 
وا 4 فکر وناقش ۰۰ ۳۰۳ ۳ یش جو نے ا چیہ چمچ ا ہد ہی شس ی ا سج ج سس س اوت ع ۹ 
' هل تختلف عناصر القطع الناقص الذي معادلته س" +4 ص" + ٦س‏ - ۸ص +۹ ٠>‏ 
عن عناصر القطع الناقص الذي معادلته ۲س۲ +۸ص۲+ ۱۲س - ١٣ص‏ + ۰-۱۸ ؟ 














بژر إجابتك 
9 9 ۲ ۲ .- 
3 ااه 2 ا 227 ہیں دک د 1 
تعطی مساحة القطع الناقص الذي معادلته کب + كب = ١‏ بالمقدار ( أ ب ) 
مثال (5۳ 
۲ ۲ 
58 ا س ص 
جد مساحة ا النا الذى معادلته 3 > 
۱ عبت بای ا ددا 
اخل 
مساحة القطع الناقص = أب 7 
۷۳۷۱۱۰ ۲ 7۲۳۲۳ و حدة مساحة ماذا؟ 


Tov 





سے تمارین ومسائل 


)١‏ جد معادلة القطع الناقص في كل ها يأتي» ثم ارسم منحناه بشكل تقريبي: 
أ ) رأساه النقطتان ٤(‏ ء 6۱ (-۰۲ ۱) وطول حوره الأصغر 4 وحدات. 
ب) بو رتاه النقطتان ( ٠‏ »+ ۲) » ورأساه النقطتان ( ٠‏ ء ٥‏ ۵). 
بی) مركزه نقطة الأصل» و بو تاه تقعان على محور السينات» وبعده البؤري ٦و‏ حدات. 
والفرق بین طولي محوریه يساوي ۲ وحدة. 
د ) مر کزه نقطة الأصلء و موره الا کبر يوازي حور السینات ور منحناه بالنقطة (۱ ۰ ۳)) 
و اختلافه الركزي ۰,۵ 
ه) یر بالنقطة (-8 » ۳ ویقع مرکزه على الستقیم س<۲, وبوّرتاه تقعان على الستقیم 
الذي معادلته ص- ۳ و اختلافه ال ركزي 1 و۰. 
و ) رأساه النقطتان (٢ء‏ ۰ (-۰۸ ۰ وطول محورہ الأصغر يساوي آربعة أمثال السافة 
بين أحد رأسيه والبورة القريبة من ذلك الرأس. 
ز ) نهايتا حوره الأصغر النقطتان (7” ء ۰) وير بالنقطة (۰۲ ۳). 
؟) جد عناصر القطع الناقص المعطاة معادلته في كل ما يأني: 
۲ ۲ 
1 ےک د 
١ 5:‏ ۲ 


ہے 2ھ اھ کے 
Yo‏ ۸۱ 


ح) س" + ٣٤ص٠ ٠٠٠١‏ 
aT OS‏ جه اهن كا ارت ۷۲ 


ه) (۲ص +۲۵ +(۳ - س)' = ٦٦‏ 

یں بت عوہ 
۳) جد معادلة القطع الناقص الذي إحدى بوّرتیه مركز الداثرة التي معادلتها 

(س ۔٦)۲+‏ (۲ ص - ٦)٤‏ ۳ء وطول محورہ الأصغر يساوي طول قطر هذه الدائرة 


ومعادلة حوره الأصغر هي س- -۱. 


۳۰/۸ 


)٤‏ حد معادلة القطع الناقص الذي مركزه النقطة (١ء‏ ۰۱ واحدی بؤرتيه هي بورة القطع 
الکافی (ص -۲)۱ -۱۲س -. » وطول حوره الاصغر يساوي (۱۰)وحدات. 

ه) قطع ناقص بؤرتاه النقطتان ب (4 ۰ ۰)) ب (- ۰ ۰) والنقطة ن(س » ص) نقع على 
منحنی القطع حيث إن حيط الثلث ن ب ب, يساوي ٢‏ ۲سم» جد معادلته. 

)٦‏ تتحرك النقطة و(س » ص) حیث یتحدد موقعها بالعادلتین س = +٥‏ ۳حاه 
ص- ۲+۲ جتاه ء حیث ه زاوية متغيرة» بین أن النقطة (و) تتحرك على منحنی قطع ناقصء 
نم جد بعده البؤري. 

۷ قطع ناقص مساحته(۰ 4 7) وحدة مربعق ورأساه النقطتان ( ۳ ۸ ء ۰٠ء‏ جحد معادلته. 

۸ جد طول نصف قطر الدائرة التي مساحتها تساوي مساحة القطع الناقص الذي معادلته 

١ ١ 


سے ےن 
۸۱ ۳۹ 


۹ يمثل الشكل (5-5”) دائرة وقطع ناقص 
مشتركين في المركز ٠(‏ » ۰ إذا كانت 
ا لک 9 
الدائرة المرسومة داخله فجد كلا ما يأتى: 
أ ) الا ختلاف المركزي للقطع الناقص. ںی 
ب) معادلة القطع الناقص. 
تسس ری ش2 (صہ فقاڑے 
۰) لعادلة القطع الناقص کیک + سس 








٣ 
ص‎ 


ED 


الشکل (۳۰-۰) 


ب" 


آثبت أن ب" = أ" ١(‏ - ه) حيث ه: الاختلاف المركزي للقطع الناقص. 
١‏ يدور القمر حول الأرض في مدار على شكل قطع 
ناقص » حيث تقع الأرض في إحدى بؤرتي ا مدار 
فإذا كانت أطول مسافة بين الأرض والقمر تساوي 
(م) كم وأقصر مسافة بينهما تساوي (ن) کم كما 
في الشكل (75-5)» فأثبت أن الاختلاف الركزي 
لهذا القطع الناقص يساوي 77 _ الشكل (ه-») 


وناك 





۹ 


القطع الزاند 


The Hyperbolic 





جد معادلة الحل الهندسي للنقطة ن(س » ص) التي تتحرك في الستوی بحيث یکون الفرق 
الطلق بین بعدیها عن النقطتين الثابتتين ب ٥(‏ ء ۰ب (حه » ۰) يساوي دائما ۸ وحدات. 


حور القطع 





الشکل (۳۲۷-۰) 


تعلمت سابقا بعض أنواع القطو ع الخروطية» والآن ستتعرف نوعا آخر یسمی القطع الزائد. 

القطع الز ائد 

هو الحل الهندسي للنقطة ن(س » ص) التي تتحرك في الستوی الاحدائي» بحیث یکون 

الفرق المطلق بين بعدیها عن نقطتين ثابتتین ب » ب, (تسميان البورتین) يساوي مقدارا ثابتا. 
الحور للرافق 
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الشكل (۳۸-۰) 
۳۹۰ 


مثل الشکل (۳۸-۰) منحنی قطع زائد» له حوران للتمائل هما الستقیم ا ارٌ بالبؤرتين ب,ء ب, 
و الستقیم العمودي عليه و النصف للقطعة الستقيمة ب ب, » تسمی نقطة تقاطع المحورين مركز 
القطع الزائد» وتسمی السافة بين البؤرتين البعد البژري آما الستقیم ا مار بالبؤرتين فیقطع منحنی 
القطع الزائد في النقطتین ر » ر, وتسمیان رأسي القطع. والقطعة الستقيمة ر ر, تسمی الحور 
القاطع (المحور البؤري)» بینما تسمی القطعة الستقيمة التي طرفیها النقطتان د ء د, الحور الرافق 
للقطع الزائد. 

الصورة القياسية لعادلة القطع الزائد الذي مركزه النقطة ( د ء ه). ومحوره القاطع يوازي حور السینات: 
اعتمادًا على الشکل (٥-۳۹)ء‏ لاحظ أنَّ مركز القطع الزائد هو النقطة م( د» ھ)ء ومحورہ القاطع 
برای ورال ا هه و قر ق أن اعد الور ی سای را والمقدان کات (۲ )سار 
الفرق المطلق بين بُعدَي النقطة ا متحر كة ن عن بورتی القطع» حيث ۲أ < ٢ج‏ أ» ج أعداد حقيقية 
موجبة وبذلك فإن (حدائیی بورتن القطع الزائد هما: ب ( د+ج ء ه)ء ب(د- ج ه) 





المحور المرافق ص 
1 
*(د.هبب) 
۵(س»ص) 
الحور القاطع ۱ 
e aC PT‏ 


(د+یھ) (د+أغھ) ۱ (دأه) 





(دءھ-ب) 


۲ 
7 الشکل (۳۹-۰) 
| نب -ن ب |= ۲ ومنه 


,لاس - (د+ج) )۲ +ر(ص- ه)" - ما (س - (د -ج) )۲ + (ص- ه)۲ = ۲۳ 


را( س - (د+ج) )۲ + (ص- ه)۲ ۲۳+ را( س -(د - ج) )۲ + (ص- ه)۲ 


۲ 














۲۲ 


وبتربیع الطرفین: 

((س- د)- )۲+ روف ی ت 

5 + | ((س- د)+ )۲۲+ (ص- ه) ۲ + ((س - د) + ج )۲+(ص-ھ) ۲ 

ويفك الأقواس وتبسیط العادلة تحد أن: 

۷+ ج (س- د) = + أ رآ( (س- د)+ ج)۲+(ص-ھ) ۲ 

وبتربيع الطرفین وإخراج حدود کعوامل مشتركة تحد أن: 

SS‏ ہے اس 

وبقسمة طرفي العادلة على أ" ( أ" - ج؟) ينتج أن: 

و جا اس ضا 
1 (] “ديام 

من تعریف القطع الزائد تحد أن أ < ج اا کی الس اب وی 


۱ 
ےو رين كدياب 
وإذاز سمت دائرة مركزها(م)» وطول نصف قطرها 
(ج)وبداخلها مستطيل أبعاده (٢أ)‏ ء (٢ب)‏ كما 
في الشكل (ه ٠-‏ 4) تحد أن جميع روس المستطيل” 
تمس الدائرة وسينتج المثلث كم ر, قائم الزاوية في ر 
وبتطبيق مبرهنة فیثاغورس على المثلث ك م ر ستجد 
أن: 






! 70۳ 


وبتعويض المقدار (- ب") في المعادلة ينتج أَنَّ: 


ES OED 
000000 تس ۳ دف 2-29 کڪ‎ 


وهي تمثل إحدى الصور القياسية لعادلة القطع الزائد الذي عناصره هي : 
(١‏ مر کزه النقطة (د » ه). 








. بؤرتاه هما النقطتان ب ( د٣ ج » ه) » ب (د-ج » ه) حيث ج هي بعد البؤرة عن ال رکز‎ ٢ 
إحداثيا الرأسين هما ر(د+ أ ه) ر (د-أءه)‎ )۳ 

.]۲ حوره القاطع يوازي حور السینات ومعادلته ص< ه  وطوله يساوي‎ )٤ 

٥‏ محوره الرافق يوازي مور الصادات ومعادلته س> د » وطوله يساوي ۲۷ ب. 

لاحظ أن بعد الہذری راتائ ون ان قتاآساری سے ریت يداك ای( 

واختلافه المركزي == . 

و إحداثيي طرفي حوره الرافق هما النقطتان (د » ه+ب) (د . ه - ب) 


OED 
.)4۱ - جد معادلة القطع الزائد الممثل منحناه في الشكل (ه‎ 





03 (9 0 (۱ 


۴ 


e 
)۱ ۰۱( |حدائیا مركز القطع‎ 
) من تعریف القطع الزائد تحد أنَ؛ لشكرده-‎ 
تحرف طول الور المرافق پب 2 وطاشہ ماذا؟‎ 
وحدات. لاذا؟‎ ٣ السافة بین رأس القطع ومركزه أ=‎ 
وما أن الحور القاطع يوازي حور السینات. إذن معادلة القطع الزائد هي:‎ 


(س-١)‏ _ (ص-" 


۹ ة١‏ ئک 


تدریب | 
جد معادلة القطع الزائد الذي مر كزه نقطة الأصل» ومحوره الرافق يوازي حور الصادات وطوله 


1Y 


الصورة القياسية لعادلة القطع ال ائد الذي م رکزه النقطة ( د . ه). ومحوره القاطع يوازي حور الصادات: 
إذا كان الحور القاطع للقطع الزائد يوازي حورالصادات. فان بوؤرتي القطع الزائد هما النقطتان: 
ب,( دعه+حج)ء با( د» ھ - ج) كما يوضح الشكل (ه-؟ 4), 

وبإجراء الخطوات السابقة تحد أن معادلة القطع الزائد هي: 





سے هو ۲ 5 ۲ 
89٦ ۱ ۶‏ اه 
| نه 
ص 
ن(س؛ص) 1 
۱ المرافق ےم سا - سا 4 او ہہ ہش ہہ 
حور اثرافق (د+بھ) م(ده) (د-ب.ه) 


۱ رر(د» ه-]) 





ل 

وهي تمثل إحدى الصور القياسية للقطع ‏ س ۱ ظ 
الز ائد الذي عناصره هي: ۱ ۱ 
۱) مر کزه النقطة (د ء ه). الشکل (۲-۰:) 
۲) بؤرتاه النقطتان ب (د » ه + ج) » ب (د » ه - ج ) حيث ج هي بعد البوّرة عن ال ر کز . 
۳) إحداثيا الرأسين همار (د ه + أ) » ر(د ه - أ) 
)٤‏ حوره القاطع يوازي حور الصادات ومعادلته سح د » وطوله يساوي ٢أ‏ 
)٥‏ حوره المرافق يوازي حور السينات ومعادلته ص- ه ء وطوله يساوي ۲ ب. 

لاحظ أن بعده البؤري (المسافة بين البؤرتين) يساوي "ج. (حيث ج' = أ" +ب؟) 

واختلافه المركزي <ے- . 

و |حدائيي طرفي حوره المرافق هما النقطتان (د + ب» ه) (د - ب» ه) 


نوس 


لاحظ من تعریف القطع الزائد آن ج >أء و أنْ كلا من القيمتين أء ج موجبتان» ونه > ١‏ (لماذا؟) 
ولذلك سمي القطع زائداء لانْ اختلافه المركزي زاد عن واحد. 





جد معادلة القطع الزائد في كل ما يأتي: 

)١‏ مركزه النقطة (> » »)١-‏ وأحد رؤوسه النقطة ٤(‏ » ۲)ء وطول حوره المرافق(۸) وحدات. 

۲) بؤرتاه النقطتان (٦ء‏ )۰ (۰ ٠‏ ويقطع منحناه حور السينات عند س٥٥‏ . 

اخل 

۱) لاحظ أن الرکز والرأس یقعان على مستقیم يوازي حور 
الصادات. أي أنَّ الحور القاطع يوازي حور الصادات. 
إذن معادلة القطع الزائد هي : 


(ص۔ھ)' _ مده" _ 


۱ ب 


ما آن م(: , -۱) ر(؛ » 6۲ فان ۳ لاذا؟ 


۱ 


وحیث أن طول الحور للرافق<۸ وحدات إذن ب<4 و حدات. 
و منه فان معادلة القطع هی : 


(ص۱۴)' . (س- 18" 0 
۹ 1 ۱ 


انظر الشكز (٥ہ-٤٣).‏ الشكل (ہ-٤٣)‏ 





؟) .ما أن البؤرتين تقعان على حور السینات » فإ الحور القاطع يقع على حور السینات أيضاء 
وتكون معادلة القطع الزائد هي : 


رس فئال _ (ص ھا نے 
1" ب 


1o 





او 


البورتان (" ۰۰ (۰ ») ومنه ج = ۳. 
مر كزالقطع الزائد هو النقطة (۳ ۰ ۰) 
إحداثيا آحد رژوس القطع النقطة ( ٥‏ » ٠)ء‏ ومنه - ۲ 





ومن العلاقة بين عناصر القطع الزائدء تجد أن: ` 
ے٢‏ کے ۲۱2 وف 9 

۷ ۲ 0 : 5 

7ھ ۱ 

62200 
إذن معادلة القطع هي: 
(س-٣)؟‏ 5 1 7 سے 
٤‏ ° 
الشکل (۵<ع ۶) 

انظر الشکل (44-۰) 


جد معادلة القطع الزائد الذي نهایتا حوره المرافق النقطتان ( ۲۴ ۰ ۰) ور بالنقطة (۳۰۱). 


GEE 

جد عناصر القطع الزائد الذي معادلته 
ثم ارسم منحناه بشکل تقریبي. 

لفل 

من العادلة تحد أن الحور القاطع للقطع مواز لمحور السینات. 


إا = 


 )٢+ص(‎ _ )١-س(‎ 
۹ 11 


۲۹ » ومنه آ< ٤‏ 

پ ا ۹ ب وميه نيك ؟ 

وبذلك فان ج = ه 

وبذلك تحد أنَّ عناصر القطع الزائد هي: 
)١‏ مر کزه هو النقطة ( ۰۱ -5). 


۲) بورتاه: ب (د جء ه) < (1 ۸ ب (د- ج ه) <(-؟ ۲-۰( 





۳) رآساه: ر, (د + ه) د زه دم ۱ وروت ۵۵۱( ( ۲5۳ 
)٤‏ معادلة حوره القاطع ص- -۲» وطوله ۲= ۸ وحدات. 
)٥‏ محوره الرافق يوازي حور الصادات ومعادلته س١٠ء‏ و طو له ۲ب < 1 و حدات. 


والشکل ره -55) يمثل م منحنی القطع. 






سک ہے يد كد كد د دج سض کک مت و TN TTT‏ كاك كاي وا ع اب دمح 


شرلقظ ۰۵۱۲-۰۷ -۲) ) 6 


لمن ۱ 


المحورالمرافق ۲ 


الشکل (ه-ه 4) 





۳ تدریب‎ 
OS™ 


۲ 
۰ 25 , ا۶ ۲ 5 ےت مك مت 38 کر 3 25 
جد عناصر القطع الزائد الذي معادلته 7 کب ح١‏ ثم ارسم منحناه بشکل تقریبي. 


0۳ 

جد عناصر ومعادلة القطع الزائد الذي رأساه النقطتان (۰۱ + 5) 
ثم ارسم منحناه بشکل تقريبي . 

الحل 

معادلة القطع الزائد على الصورة : : ص گت شخت لاذا؟ 


ب 
۲ ۸ ومنه ات ٤‏ 











4 


٥ 


ا نے کے 

۲ ۲ 7 

إذن دك ۱۶ء ؤیته ب ك ۱/۲ ۲٩۰‏ 

وبذلك فإِنَّ عناصر هذا القطع هي 

عو اه واو ماذا؟ 


1۷ 








۲) بوّرتاه النقطتان ( ۰۱ ۱۰). 

)٤ + » ١( رأساه النقطتان‎ )۳ 

)٤‏ المحور القاطع يوازي حور الصادات و معادلته سد 
وطوله ۸ و حدات. >> 

6 الحور اأ ئى ينطق على سحرر السینات وسا مت جج 
ص>٠ء‏ وطوله ۲١٤‏ وحدة. 

= معادلة القطع الزائد هي: د - سا‎ )٦ 


ب (۰)۱۰0۱ 


۱) 0 









بم(۵)۱-۱ 


2 0 اس 1 ۰ 
والشكل )٥٤-٥(‏ عثل منحنى القطع. لشکا وت وخ 
جد معادلة القطع الزائد الذي مركزه نقطة الاصل, وإحدى بوّرتیه النقطة (-ه» ۰) 

٥ 
: اعتمادًا على مثال(۳) تحد أن معادلة القطع الزائد وهي‎ 


(س-۱) (ص+۶٣'‏ _ 
3 8 


وبفك حدود العادلة لتحویلها إلى الصورة العامة تجد ما يلي: 

ك ارس ۲۲ ۶:5 ۳۶ 

قر وى "كلاس حا ا و E e CT‏ 

اس "كابر یں کا 2۹ و ےچ كاين کا ۸:2 


۱ 


اس سس هون ۸ س < ٤٦ص‏ - ۹۹ :۷ 


الصورة العامة لعادلة القطع الزائد وهي : 


زا ۰۰۰۰ > حت أب د ه آعداد حفيفية 





ا 


1۸ 


ی , 
۶ نحدث إلى زملائك وعدم ونه وود مه سم وھ ده رم سم ام سم دو بارت عد 
ما العطیات اللاز مة لایجاد معادلة قطع زائد؟ 


جد عناصر القطع الزائد الذي معادلته: 

٢وس‏ ات ص۲+ ‏ ۲س ۱۲ص ت ۵۲ < , 

اخل 

۲س" + ۲س) - ٣(ص؟-٤ص)‏ = ۲ه 

وباکمال القدارین داخل الاک اس الى مر کاملین اا 

۲(س۲ + لاس + (۲6۱ -(۲)۱) - (٤‏ ضا ص ١3:‏ د( > 
۲(س+۲)۱ - ۱۲- 6(ص- 2-۱4۲۲ ۵۲ 

٤ک‎ O سا‎ 


و 1 اسرد" 
٤‏ ۲ 


أكمل الحل لایجاد عناصر القطع الزائد. 


تدريب 
جد عناصر القطع الزائد إذا علمت معادلته في كل ما يلي : 
6 وہ کے هص ۲+ ۰ ۲ص ۰ 


۲( اد 2 ےا 


2ے ۱ 


2 9 9 
4 نحدث إلى زملائك وی ونود 0 RR‏ ا TT‏ یر دیو مد مد کرد روغ موی اک کر ای 


۱ ' ۱) كيف تستطيع أن تحدد نوع القطع المخروطي من الصورة العامة لمعادلته؟ 
| ۲) كيف تستطیع أن تحدد نوع القطع الخروطي من الصورة القياسية معادلته؟ 
| ۲) کیف تحده نوج انقطع انخروطي ( مکافا أو ناقضاء أ الم اختلافہ امركري؟. 


سے تمارین ومسائل 


۱) جو معادلة القطع الزائد في كل ما يأتي» ثم ارسم منحناه بشکل تقریبی: 

أ ) رأساہ النقطتان ( ۳ ۰۰۳ وطول حوره الرافق ٤‏ وحدات. 

ب) بور تاه النقطتان ( ٠‏ ء ٣‏ ۱۳ ورأساه النقطتان ( ٠‏ »+ ۵). 

ج) مرکزه نقطة الأصلء ومحوره القاطع منطبق على حور الصادات وطوله ۱۲ وحدق 
واختلافه الركزي ل 

د ) رأساه النقطتان (-" , ۰6۱ (۰۱ ۱) وير بالنقطة (۲ » ۳). 

ه) مرکزه نقطة الأصل» وشوره القاطع منطبق على حور السينات» وطوله ۸ وحدات 
وطول حوره ا مرافق ٤‏ وحدات. 


و ) مرکزه نقطة الأصل وبورتاہ تقعان على حور الصادات. وطول حوره الرافق ۱ 


؟) جد عناصر کل قطع زائد إذا علمت معادلته فی كل ما یأتی: 





أ ) س' ی ص" = ۲ 
١:‏ ۲ 
ر(رص- ۲)۲ (س+ ١6خ‏ _ 
ب) ات _ سک 
ا ۱1 


ح) ص" = وس" - ۱۲ 
8س ق 5 ٠ص‏ = ٦‏ سس ۲ ۱۷ 
ف )ای نے و اكا 

٤ ۲ ۲‏ 
ؤق) ی اض 


ز )(س +۲6۲ -(ص- ۲)۳- 


۳۷/۰ 


۳) جد معادلة القطع الزائد الذي إحدى بؤرتيه مركز الداثرة التی معادلتها 
(س -٦)+(۲ص-‏ ٤ے ۳٦‏ ۰ وطول محوره المرافق يساوي طول قطر هذه الدائرة» 
ومعادلة حوره ا مرافق هي س< ١١‏ . 

)٤‏ جد معادلة القطع الزائد الذي آحد رأسيه مركز الداثرة التي معادلتها 
(۲س ۲۸ + (۲ ص - ۲ < ۱۰ وطول محوره ا مرافق يساوي قطر هذه الدائرة» ومركزه 

) 7 ( قطع زائد مركزه نقطة الأصل ومعادلته ل س"- ك ص-۰٩) وطول حوره القاطع‎ )٥ 
وحدق وبورتاه تتطبقان على بوّرتی القطع الناقص الذي معادلته هس۷۲ ۱ص0۷-۲)‎ 
جد قيمة کل من ل » ك حیث ل » ك آعداد حقيقية.‎ 

4 تتحرك النقطة و(س » ص) حيث يتحدد موقعها بالمعادلتين س = دقاه‎ )٦ 


ص- ۳-۲ظاه » ه زاوية متغيرة» جد معادلة مسار النقطة (و) » ثم بين نوعه. 


۳۷۳۱ 


۳۷ 


ہے راومه 0 


: جد عناصر كل قطع إذا عُلمَت معادلته في كل مما يأني‎ )١ 
وام كام لامر‎ 
لاس"‎ - ١١ ح) ص" ح‎ 
۰2۱۲ ص۱۲٩‎ س٤‎ - د ) ۲س" + ۲ص"‎ 
۳۲ + <ءص۲‎  - ه) اس ۲+ ۸ص‎ 
۳۹ 


و ) ۳(س+۲)۲ - (ص + سب" ہیں 


؟) جد معادلة القطم المكرروط :فى کل عم االات الآنية: 
أ ) قطع مکافی حوره يوازي حور السینات؛ ور بالنقاط ( ۰۳ ۰۳ (۰ ۰6۰ (۰۰ ۲). 
ب) قطع ناقص مر کزه النقطة (۳ ۰ ۲). وبورتاه النقطتان (۰۱ ۰6۲ ٥(‏ ۰ ۲) وطول حوره 
الاکبر يساوي > أمثال البعد البزتري. 
ج) قطع زائد بوّرتاه النقطتان (۳ ۰۲-۰ (۳ » »)٤‏ ور آساه النقطتان (۳ ۰۱-۰ (۰۳ ۳). 


۳) جد معادلة الحل الهندسي لنقطة تتحرك في الستوی 3 
الاحدائی؛ بحیث تبعد بعذا متساویّا عن الحورین 
الإحداثيين» ومر أثناء حر كتهافي الربعین الثاني والرابع. 

)٤‏ الشكل (4۷-۰) عثل منحنى قطع مکافی بورته ب | م( 
النقطة ب» إذا علمت أن الثلث ب ع ل متطابق 
الأضلاع» طول ضلعه (4۰) وحدق فجد معادلة 
القطع الکافی . الشکل (4۷-۰) 


)٥‏ جد معادلة الحل الهندسی للنقطة المتحركة فى الستوی الاحدائی ن(س » ص) التى یکون 
بُعدها عن الستقیم س= ۷ يساوي مثلی بُعدها عن النقطة ۱(۵ » ۰6۰ وبين نوعه. 

٠ > تتحرك النقطة و(س » ص) فى الستوی الاحدائی حيث يتحدد موقعها فی اللحظة ن‎ )٦ 
بالعادلتین س= جتا۲ن » ص= ۳جان جد معادلة مسار النقطة و » ثم بين نوعه.‎ 

۷) جد معادلة الحل الهندسی للنقطة م (س » ص) المتحركة فی الستوی بحیث تبعد بُعدا ثابنًا 
مقداره (۳) وحدات عن الستقیم الذي معادلته ٣س‏ + ٤‏ صے ه ء وتر أثناء ح ر كتها. ع رکز 
الداثرة التي معادلتها (س - ۲)4 + (ص - ۲)۲ -۹ 

۸ قطع مخروطي اختلافه المركزي < ١ء‏ وبوّرتاه (-۲ ۰۱-۰ (۲ » )١-‏ وعر بنقطة الأصلء 
جد عناصر هذا القطع. 


٩‏ ذا كانت العادلة: ك س" + ۳ص" = ۱۱ نمثل معادلة قطع ناقص حورہ الاکبر مواز لمحور 

















۳ ت ١١‏ 
السينات» أثبت أن كك = 
دب یی ۱ 
۰ إذا کان ه ء هب عثلان الا ختلافین المركزيين للقطعين الخر و طیین اللذین معادلتاهما: 
۲ ۲ 
اد تن كِ۱ 
5 ك٢‏ 
ص'__ س = 
أى" 
ت ١ ١‏ 
فا یاس( ۱ 
هك" هم 


)١‏ يتكون هذا السؤال من ۱۳ فقرة من نوع الاختيار من متعدد» لكل منها > بدائل واحد منها 
فقط صحيح» ضع دائرة حول رمز البديل الصحيح: 
)١(‏ طول نصف قطر الدائرة التي معادلتها (۲س۲)4 + (۲ ص- "5-0٠‏ يساوي: 


أ)” وحدات ب) ٦‏ وحدات ج) ۷ و حدات د) ٩‏ وحدات 


VT 


VE 


(۲) معادلة دليل القطع الکافی الذي معادلته ص" + ٤س‏ - ۸= ۰ هي: 


أ) س<۱ ب) سر = ۲ )ص د) ص = ۳ 
(۳) نو ع القطع المخروطي الذي معادلته ص'= ۳س+ ۲س" هو: 
أ) دائرة ب) مکافی: ج) ناقص د) زائد 


(4) إذا كانت بوّرة القطع المكافئ الذي معادلته (صس+۲)۱ = -۸(س + د) هي النقطة 


(۳ » -۱). فان د تساوي: 


أ( -ه ب) سم ح) ۳ د) ۵ 
(5) إحداثيا نهايتي المحور ا مرافق للقطع الز اند الذي معادلته (س+7)” -(ص-۳) ١-‏ هي : 
F ۲=)(‏ نمم ET =o‏ 
ج) (۲ ۱2 -۲) د ) (۲» -۳ + ۷ ۲ 


)٦(‏ طول الحور الأصغر للقطع الناقص الذي يمس كلا من الستقیمات س- 2١‏ سے۹ ء 
ص = ۰۱ ص = ه ‏ يساوي: 


) ۳ وحدات ب): وحدات ج)”5 وحدات د)۸ وحدات. 


(۷) تتحرك النقطة نس » ص) فی الستوی بحیث یتحدد موقعها بالمعادلة 


۲ ۲ 


ین ص 
سے الإ ا جح 

5 ل ۱۲2 ۱ 
حيث ل عدد ثابت» إذا كانت ۰ < ل < ١۱ء‏ فان الحل الهندسى لحر كة النقطة ن عثل: 
أ) قطعًا مكافئًا ‏ ب) قطعًا ناقا جح)قطعًازائدًا ‏ د)دائرة 


(۸) تتحرك النقطة ن(س » ص) في الربعين الأول والثالث من المستوى الإحداثي» حيث تبقى 
أ) ص = س" پاس اض عاص دس كحاض <س 











(۹) قطع مخروطي معادلته 4(س+ ۱-۲6۱ (ص - 4-۲6۲ 6 ۱ فإِنَ اختلافه ال رکزي يساوي: 
٥ 4 ٥ ۳ ۱‏ 
د ب) کیا ہے ۵( ودج 

(۱۰) الشكل )٥۸-٥(‏ عثل منحنى قطع ناقص مركزه نقطة الأصل» وإحدى بورتيه النقطة 
ب(۰۳ ۰ وإحدى نهايتي حوره الأصغر النقطة د(۰ » 4). فإنَّ طول محوره الأكبر 


يساوي: 
أ( ۱۲ ب) ٠١‏ ج) ۷ د) ه 
ص 
دري »ة) 
س 
الشکل )٤۸-٥(‏ 
(۱۱) مساحة القطع الناقص الذي معادلته وس" + ۹ص = ۳٦٣‏ بالو حدات المربعة يساوي: 
ro )‏ ب) 7 17 ج) ۱۳ 7۲ د) 7۲۳٣‏ 


(۱۲) قطع مکافی يقع رأسه على مركز القطع الزائد الذي معادلته 
س (س ۲۱ - ۸( <۲)۲ > ۰۷۲ وبورته (۰۱ ۰)۳ فان معادلة حور تمائل 
القطع الکافی هي: 
أ) سی<۱ ب) س١٠‏ ج) ص = ۲ د) ص = -۲ 


ص 
* (۱۳) معادلة الدائرة المثلة بالشکل )٤۹-٥(‏ هی: ۱ 


أ )س'+ص؟-٦س‏ + ٤‏ ص- ۹> ان 2 

۱-2 ۹٩ص‎ ٤ + س٦-'ص+'س)ب‎ 

ج) س۳ ص" > ٦س‏ - ص- ۳> 

)س بے ات کی عد ع صن ات 
(*) السوٴال من أسئلة الاختبارات الدولية 


م 


الشكل (ه-ة 4) 


۳۷/۵ 












الو حدة السادسة 


الإحصاء والاحتمالات 
Statistic and Probabilities‏ 


في هذه الوحدة ستتعردف جزءًا من علم الإحصاءء وهو الجزء الذي يعبر عن العلم الذي يقوم 
على جمع المعلومات وتصنيفها وعرضها وتحليلها؛ ليتم بعد ذلك استخلاص النتائج والتوصيات 
المفيدة في المجالات الصناعية والاجتماعية والاقتصادية والزراعية والبحث العلمي وغيرها. 

آما الاحتمالات فتهتم بحساب فرصة وقوع حادث ما في التجارب العشوائية» ویستفاد منها 
في التنبوٴ بقضايا مستقبلية. 





یتوقع من الطالب بعد نهاية هذه الوحدة أن یکون قادرا علی: 

© تحدید طبيعة الارتباط بین متغیرین من خلال شکل الانتشار. 

© حساب معامل ارتباط (بیرسون) بین متغيرين. 

© تفسیر دلالة معامل ارتباط (بیرسون) بالنسبة إلى شکل الانتشار. 

© حدید آثر التعدیلات الخطية في قيمة معامل ارتباط (بیرسون). 

© ایجاد معادلة خط الانحدار للار تباط بين متغیرین. 

س تطبیق معادلة خط الانحدار للتنبوٴ بقیم أحد التغیرین. 

9 تعرف التخیر العشوائي النفصل وخل مسائل عملية علیه. 

س تعرف توزیع ذي ا حدین و حساب احتمالات خاصة بها. 

۵ تعرف العلامة العيارية و حسابها و تفسیرها. 

© تعرف المتغير العشوائي المتصل و استقصاء خصائص منحنیات التوزیع الطبيعي . 
© استخدام خصائص التوزیع الطبيعي و جدول الساحات ا خاص بهفي حل مشکلات عملية. 








ه تحدد طبيعة الارتباط بين متغیرین من خلال شکل الانتشار . 

ه حسب معامل ارتباط (بیرسون) بين متغيرين. 

ه تفسر دلالة معامل ارتباط (بیرسون) بالنسبة إلى شکل الانتشار. 

5 تحد أثر التعدیلات الخطية في قيمة معامل ارتباط (بیرسون). 

س تحد معادلة خط الانحدار للارتباط بين متغيرين. 

ه تطبق معادلة خط الانحدار للتنبو بقيم أحد المتغيرين» وتحد الخطأ في التنبو. 


Correlation 











في حاضرة حول الأمراض الزمنة التي يتعرض لها الإنسان» قام الطبيب المحاضر 
بتو جيه الأسئلة الاتية لطلبته: 
)١‏ هل هناك علاقة بین وزن الانسان و ضغط دمه؟ 
۲ ما نوع هذه العلاقة؟ 


كثيراً ما تواجهنا مسائل عملية أو مواقف حياتية تتضمن متغيرين» ویکون الهدف منها معرفة 
في ما إذا كان هناك علاقة بینهماء وما نوعها؟ وما قوة هذه العلاقة؟ 
ففي المسألة الواردة بداية الدرس لاحظ ان هناك متغيرين هما وزن الإنسان وضغط دمه. 
فإذا كان لدينا المتغيران س» ص» وكان حجم العينة (۵)ء فيمكن كتابة البيانات على صورة أزواج 
مرتبة: (س,؛ ص,)ء (س,» ص,)ء؛ (سم؛ صم)؛ ٠٠‏ (سر» ص)ء حيث يمكن تمثیل الأزواج 
المرتبة في الستوی الإحداثي بمجموعة من النقط. ويسمى الشكل الناتح شكل الانتشار . 


مدن 











ومن شکل الانتشار عکننا معرفة نوع العلاقة بین التغیرین س» ص» وقوتها. 
وهذا یقودنا إلىتعريف الارتباط على النحو الاتي: 


r ۳۳ 5 ۳ 


"جه 





الارتباط الخطي: هوعلاقة بين متغيرين بحيث إن التغير فی أحدهما يودي إلى التغير في الآخر 
زيادة آو ۱٣۰۰۳٣۰۰۰۰۱۰۰۰۰۰‏ ل العلاقة ld‏ 
کان آحدهما ینقص وال خر یزداد فان العلاقة بینهما عکسیة. 


0۳ 
يبين الجدول الآني علامات ستة طلاب (ص) وعدد ساعات الدراسة الیومی (س) لکل منهم: 
رقم الطالب 7 # ۵ 
عدد ساعات الدراسة(س) ۲ ۳ ٦ ٥‏ ۷ 
علامة الطالب (ص) وه | Vo Aho | ۰ TO‏ 535 


ارسم شکل الانتشار بين ا تغیرین س» ص» وبين نوع 
الارتباط بين عدد ساعات الدراسة اليومى» وعلامة الطالب. 
5 علامة الطالب 





لاحظ من الشكل )١-5(‏ الذي بمثل شكل الانتشار أن هناك 0 
ارتباطا بين عدد ساعات الدر اسة اليومى» وعلامة الطالب؛ ۸۰ 
إذ تزداد علامة الطالب (ص) بازدياد عدد ساعات الدراسة ذا 
7 

اليومي (س). "o‏ 
0 

یسمی مثل هذا النوع من الارتباط ارتباطا طرديا إيجابيًا. 1 هه 


۷ كه ۶ ۲ ۲ ۱ 


الشکل (--۱) 


۳۷۹ 


والان سندرس حالات آخری؛ ففي الشکل 
تت٣‏ حول + كلما ازدادت قیم المتغير 
(س) فان قيم التغیر (ص) تتناقص. ويسمى 
مثل هذا النو ع من الارتباط ارتباطا عكسيًا سلبيًا. س 


الشکل (۲-۰) 


وهناك بعض ا حالات لا یوجد ما يشير إلى أي 

نوع من الارتباط بين المتغيرين (س)ء (ص)؛ 

حیث تتجمع النقاط على شكل دائرة أو بشکل ۹ 
عشوائي؛ ما يدل على عدم وجود ارتباط خطي ۲ ١‏ 
کما في الشکل(۲-۰) الشکل )٠- ٦(‏ 

في الشكل (٦-۱)ء‏ والشكل (--۲) لاحظ أن النقط تتجمع حول خط مستقیم أو تقع على خط 
مستقیم؛ لذلك يسمّى هذا الارتباط ارتباطا خميًا 

وبالتالي فإ الارتباط في الشکل(--۱) ارتباطا خطیًا طرديًا ء ويسمّى الارتباط في الشکل(٦-۲)‏ 
ارتباطا خطيًا عكسيًا. 


یبین الجدول الاتی در جات الحرارة (س) و عدد عبوات الاء المبيعة (ص)ء فى أحد المحلاات 
التجاریة خلال خمسة أيام من شهر آب فى إحدى السنوات: 


درجة اطرارة (س) ٦٣‏ ۹ "۶ +۶ 
عدد العبوات المبيعة (ص) | ۲۰۱۱۸۱۱۵۱۷۶۱۱۱ 


۳۸۹۰ 


2 


| العادلات الاتية تمثل علاقات ارتباطية بین المتغيرين س» ص. ارسم شکل الانتشار لکل 
"مھا ثم اجب عن الأستلة التي تلیها: 
( )ص = لاس ده ۲ ص 2 ٣‏ یں - ۷ ۳) ص > هس + ۲ 


أ ) ما (شارة معامل س في كل معادلة؟ 
ب) ما نوع الارتباط بین المتغيرين س» ص في کل معادلة ؟ 
ج) ماذا تلاحظ؟ 


و 


؛ العادلات الآتية تمثل علاقات ارتباطية بين المتغیرین س» ص. ارسم شكل الانتشار لكل منهاء 
٣‏ )سر کچ حدس ٦‏ سس کی ۳س < -هس + ۱ 


ا ) ما إشارة معامل س فی کل معادلة؟ 


ب) ما نوع الارتباط بين المتغيرين س» ص في كل معادلة ؟ 
ج) ماذا تلاحظ؟ 


بين نوع الارتباط بين التغیرین س» ص» في العلاقة ص = ۳-۱س. برّر إجابتك. 


۳۸۹۱ 


سے تمارین ومسائل 


١)الجدول‏ الذي یثل علامات ستة طلاب في مبحثي العلوم (س) والریاضیات (ص) في امتحان 
قصير» نهايته العظمى(١٠)»‏ ارسم شكل الانتشار بین التغیرین س» صء وبين نو ع الارتباط بينهما. 


رقم الطالب ۰۱ ۲ ۳ 1 ا 
مبحث العلوم (س) ۶۰١۹۷٦۹۷۱٥۶۰۶۲‏ "79-۶ 
مہحث الریاضیات (ص) ۰۰٠٠٠۰۰٠٠٦٦٠٦‏ 


)أ ) حدد نوع الارتباط بين ا متغیرین س» ص في كل من الشکلین (٤-٥)ء :)٠-٦(‏ 
ص ص 





الشكل (4-7) الشكل (7-ه) 
ب) قال أحمد: إِنَّ شكل الانتشار الموضح في الشكل (0-5) يمكن أن يُعبّر عنه بشكل تقريبي 
بالمعادلة: ص = 5 +۳س. هل توافق أحمد .ما قال؟ برر إجابتك. 
۳) أعط أمثلة حياتية لمتغيرين يكون الارتباط بينهما: 


)٤‏ هل تستطيع تحديد نوع العلاقة بين متغيرين إذا أعطيت علاقة الارتباط فقط؟ أم أنك تحتاج 
لشكل الانتشار؟ 


) أ ) اكتب جدولا لقیم متغيرين يكون الارتباط بينهما طرديًا. 
ب) اكتب جدولا لقيم متغیرین يكون الارتباط بينهما عكسيًا. 
ج) ناقش إجابتك مع زميلك. 

7ق ص ض۶س صل فأجحب عن کل ما ياتي: 

أ ) ما نوع هذا الارتباط بین التغیرین س» ص؟ 
ب) ما قوة هذا الارتباط؟ (برّر احابتك). 


TAY 


معامل ارتباط بیرسون الخطي 


وا ا وق 0۵۵210 1۱۵2۲ ۳۵6۵9۲۹۵۸ 





تعلمت سابقا كيفية تحديد نوع الارتباط وقوته بیانیّا بالاستعانة بشکل الانتشار. وفي هذا 
الدرس ستتعرف مقیاسْا كميًا یستخدم لتحدید قوة العلاقة بين متغیرین ونوعها وهو معامل 





ادا كانت (س» ص )»۰ (س,» ص ,)۰ (س.» صب)» ی شاك 
أزواجًا مرتبة للمتغیرین س» صء فان معامل ارتباط بيرسون الخطي بين المتغيرين (يرمز له 
کٹ و ۱ 
e‏ 
5 


بت 
يي رہہ 
وترمز س, لقيم التغیر س» وترمز ص لقيم التغیر ص» بینما س » ص هما التوسطان 


ا حسابیان لقيم س» ص على الترتيب» ك = 0 7 ء 


2 
الجدول الاتي يبين علامات ستة طلاب في مبحثي العلوم (س) والرياضيات (ص) في امتحان 
قصير» نهايته العظمى (۰)۱۰ جد معامل ارتباط بيرسون الخطي بين س» ص . 


رقم الطالب 7 :1 ۹ ١+‏ + 3 
علامة العلوم (س) 07 :ی۶“ ھ0 
علامة الریاضیات (ص) ٢‏ ۰ی ا ۶۰ع ۲ 


TAY 








TAS 


الحل 


که سر ۳+۲۷ 





ز چ ودج جج شس یس << 
١٤ __‏ 7 
ڪل اذا 
کون امحدول الاتی: 
س ص (س-س) (صص) (س-س)(ص-ص) (س-س)' (ص-ص)' 
١ ۲ ۲ ۱ ۹ :‏ 3 
3 ۸ 0 ۱ ۲ ۱ ۱ 
م | ۲۰ ۳ ۳ ۹ ۹ ۹ 
١ 3 ۲ ۱ ۲ ۸ ۷‏ 
٥ ۲‏ چو کے ٦‏ ۹ 4 
1 ۲ 00 -و 0 3 ۲۰ 
الجموع ۲۸ ۲۸ 34 
وبالتعویض فى قانون معامل ارتباط بیرسون تحد أنّ: 
رد سو ےڈ = ۲ ۷ 
٤٤×۷‏ 


يبين الجدول الاتی معدل عدد ساعات الدراسة اليومى» ومعدلات خمسة طلاب فی الصف 
العاشر» ارسم شكل الانتشار» ثم احسب معامل ارتباط بيرسون الخطي بين س» ص : 


رقم الطالب ۲ ا " ا ۴ | اد 
معدل عدد ساعات الدراسة الیومی (س) ۲ ٠ ٣‏ هه ۷ 
العدل (ص) "1:۶ "8 | ۳۵ 


وعند تقدیر معامل الارتباط (ر)ء من شکل الانتشار جد ما يأتي: 


۱ 1 


۲) إذا كان هناك ارتباط خطي طردي بين سء ص فاِنْ: ٠‏ < ر < ۱ 
كما فی الشکلین (٦-٦)ء‏ (--۷) 





و و 
الشکل )٦-(‏ الشکل (۷-۰) 
۳) (|ذا كان هنالك ارتباط خط عکسی ین س اا -۱ < رک 
کما فی الشکلین (۸-7 )٩-(‏ 
1 ۳ ص 





)۹-٦( الشكل‎ )۸-٦( الشکل‎ 

)٤‏ تزداد القيمة المطلقة لمعامل الارتباط (تزداد قوة الارتباط)؛ كلما اقتربت النقط في شكل 

الانتشار من الخط المستقيم. 
)٥‏ إذا وقعت جميع النقط في شكل الانتشار على خط مستقيم فإِنَّ: | ر| ١۱ء‏ ويكون الارتباط 

تاما. كما في الشکلین (٦-٦)ء‏ (-۸) 

أكمل الفراغ في الجمل الاتية للحصول على عبارات صحيحة: 

E یکون الارتباط طرديا تامًّا إذا كانت قيمة معامل الارتباط تساوي‎ )١ 

؟) یکون الارتباط عکسیّا تامًّا إذا كانت قيمة معامل الارتباط تساوي ام 

۳) كلما كانت القيمة الطلقة لعامل الارتباط قريبة من الصفر يكون الارتباط 27 


۳/۸۰ 


۳۸۹ 


آثر التعدیلات الخطية في قيمة معامل ارتباط بیرسون 


إذا كان معامل ارتباط بیرسون الخطي بين ا تغیرین س» ص يساوي (ر)» وعدلت قیم کل من س؛ 


هھ مھ مم 


س* -أس + ب > ص* = ج ص + د » حيث أء ب» جے د أعداد حقيقية أ ۰ ج ج ٠‏ 
فان معامل الارتباط بین س*» ص* يكون: 
۱ (ر) [ذا کانت آھارتا آر متشابهتین. 
۲ (-ر) اذا كانت اشارتا أ ج ختلفتین. 


إذا کان معامل ارتباط بیرسون ا خطی بين التغیرین س» ص يساوي (-2075)» فجد معامل 
ارتباط بیرسون الخطي بن س ص فى کل ما يأتي: 
ای کل ا ہے کک د 
ا 2 ٣ر‏ ۱ ہے “دح ند سن 
اخل 
)١‏ عا أن معاملي سء ص مختلفان في الاشارة فإ معامل ارتباط بیرسون بین س*» ص* يساوي 
(۵ ۱۷ ۰). 
۲ معامل ارتباط بیرسون بین س*» ص* يساوي (-۰,۷). 
تدریب ۳ 


إذا کان معامل ارتباط بيرسون ا خطی بين ا متغیرین س» ص يساوي (۰,۸۹) فجد معامل 
۶٣٦‏ ہہ ی ات یه 

٦‏ ۶ )۸4 ۹۷۹۷ و ل ضر 

DT TS ٦ 





تمارین ومسائل 


(0١‏ أكمل الفراغ في کل مما يأتي للحصول على عبارات صحيحة: 
أ ) كلما كانت القيمة المطلقة لعامل الارتباط ا خطی قريبة من العدد (۱) یکون الارتباط و 
ب) لا يوجد ارتباط خطى إذا كانت قيمة معامل الارتباط تساوي ك0 
ج ) یستخدم معامل ارتباط بيرسون لتحديد 1-7 الارتباط بین متغیرین. 


٢‏ يبين الجدول الاتي أطوال خمسة طلاب بالسنتيمترات وکتلهم بالكيلوغرامات» احسب 
معامل ارتباط بيرسون الخطي بين س» ص : 


رقم الطالب ۱ ۲ ۳ 3 ٥‏ 
الطول (س) ۱9۰ 7 ا ۱۹ ۱۷ 
الكتلة (ص) ٥٦ o٤‏ ۸ ۷ ۷۲ 


۱= إذا کان س» ص متغیرینء عدد قیم کل منهما (5) وكان كم (س-ص)(ص-ص)‎ )٣ 
فاحسب قيمة معامل ارتباط بيرسون الخطي‎ »١ ٠ =") - (س )=۰ ۱ 34 (ص‎ 34 
. بين المتغيرين س» ص‎ 

8 ما دلالة كل من الاشارة ال والاشارة السالبة معامل الارتباط؟ 

۵) إذا كان ماما الارشاط يرن ارہ سض سای( کات سائل ال تباط ون 
التفیرین مء ن يساوي (-۹,٠)ء‏ أي الارتباطین آقوی؟ برر إجابتك. 

)٦‏ ذا کان معامل ارتباط بیرسون الخطي بین المتغيرين س» ص يساوي (۰,۱۳)) فجد معامل 
وس ی وھ و 

أ )س *=-۲س ١+‏ ۰ ص*= ٤+۱‏ ص 
ب) سس »ص *= ۷-> ۲ص 


TAV 





معادله خط الانحدار 
Regression Line Equation‏ 


تعرفنا سابقا إلى نوع الارتباط وقوته بيانيًا عن طريق شکل 
الانتشار وحسابيًا باستخدام معامل ارتباط بيرسون الخطي» ۳ 
وفي هذا الدرس ستجد علاقة رياضية تربط بين المتغيرين» 
وذلك لاستخدامها في تقدير (التنبق) بقيمة أحد المتغيرين؛ إذا 
علمت قيمة التغیر الآخرء فإذا عُلمَ أنَّ هناك ارتباطا بين معدل 
الطالب وعدد ساعات الدراسة فانه‌عکن تقدیر (التنبی)ععدل س 
الطالب إذا علم عدد ساعات الدراسة لدیه من خلال معادلة 
خط الانحدار التي تر بط معدل الطالب و عدد ساعات در استه. 





ما أن العلاقة بين المتغيرين خطية فإنه بمكن تثیلها ععادلة خط مستقيم هي : 
طل = أس + بء أ »٠‏ يُسمى خط انحدار ص على س» وتُسمى معادلته معادلة خط الانحدار» حيث 
ص القيمة التبا بها للقيمة ا حقیقیة ص . 
وللحد من تأثير انحرافات النقاط عن الخط المستقيم نختار قيمتي أ» ب كما يأتي: 


لل 
کت ٤ھ‏ ھ0"( 
ی ۲۲۰۶۶ ۱۱ رح 27 
٤‏ 00 0 
۱-۵ 


وعند رسم شکل الانتشار بين التغیرین فاٍن النقط التي لا تقع على الخط الستقیم الذي ثل 


معادلة خط الانحدار تسبب خطأ في التنبؤ يعبر عنه كالاتي: 


جر 


الخطأ فی التنبوٴ = القيمة ا حقیقیة - القيمة المتنبأ بها. 
وبالرموز: الخطأفي التنبئ = ص - 2 77 القيمة احقيقية ص : القيمة التنباً بها. 


TAA 


مه 


VES 
لاحظ صاحب أحد المحلات التجارية زيادة عدد شکاوی الزبائن من طريقة تعامل العاملین في‎ 
الحل, فأخضع العاملین لبرنامج تدريبي يوضح كيفية التعامل مع الزبائن» و امحدول الآتي يبين رقم‎ 
الأسبوع (س) وعدد شکاوی الزبائن (ص) خلال الأسابيع الخمسة التي تلي التدريب» استعن‎ 
ه‎ ۱ ۳ | ۲ | ١ | بالجدول في الاجابة عما يأتي: رقم الاسبوع(س)‎ 
۱ ۱ o 7| اح 000 عدد الشكاوى (ص)‎ 

)٢‏ قذر عدد الشکاوی التوقعة في الأسبوع السادس. 

۳) جد المخطأ في التنبو في الأسبو ع الثالث. فسّر النتیجة بيانيًا. 
احل 

0 س< ۳ ص  ۱۳<‏ عق من ذلك 

کون الجدول الاتي: 


ص (س س) (ص-ص) (س-س)(ص-ص) (س س)' 


1 
3 ١١ج‎ ۷ = ۰| ١ 
۱ کے‎ ٤ = NTS 

۰ ۱۲ ۱ 
۱ سے‎ 4= ۱ ۹ 3 
8 ١65 کر‎ ۲ ٦ ٥ 
٠ ےئا‎ ١ ۰ الجمو ع‎ 


احسب قيمة کل من أ» ب على النحو الاتي: 


34 (س -س) (ص - ص) 





ن 
6 رس س)' 
ك٠‏ 


۳۸۹۹ 


۲۹۰ 


پک ص کس 
2 ۱۳ - يم 
چک و 

اذن معادلة خط الانحدار هي: 


دل كا :لبيك A‏ 


۲) لتقدير عدد الشکاوی التوقعة في الأسبو ع السادس» عوّض ععادلة خط الانحدار 
ص << لاس ۲۳,۸۰ بقيمة س = " 
لح ,لاس ٦×‏ ۲۲۳,۸۲ 
یتوقع أن يكون عدد الشکاوی فی الأسبو ع السادس اثنتين تقرییا. لاذا؟ 
۳) لایجاد الخطأ في التنبِوُ في الاسبوع الثالث. 
احسب القيمة التتباً بها عندما س < ۳ 
عل كح وس ۲۲۱۸۰ ۱۳۶ 
الخطأ في التنبئ > القيمة ا حقیقیة - القيمة التنباً بها = ۱۳ - ١8‏ = صف (فسّر هذه النتیجة) 
ارسم شكل الانتشار لتفسیر النتيجة بيانيًا. 


يبين الجدول الاتي عدد سنوات الخبرة (س) و الأجر اليومي (ص) بالدينار» خمسة عمال في 
احدی الشر کات: عدد سنوات آ2 775555555 
الأجر اليومي (ص) گ۷ ۱ ۱۱۱ 
)١‏ خمُّن شکل معادلة خط الانحدار من خلال الجدول. 

٢‏ جد معادلة خط الانحدار للتتبو بقیم ص إذا علمت قيم س. 
۳) قدر الأجر اليومي لعامل خبرته ۱۰ سنوات. 

.5 = جد الخطأ في التنبو عندما س‎ )٤ 





نمارین ومسائل 


)١‏ يبين الجدول الاتي الأجر اليومي بالدینار الأردني (ص) و عدد ساعات العمل (س)» لخمسة 
موظفين في إحدى الشرکات: 
عدد ساعات العمل (س) | ۰ | ”7 | 8 | 5 | ٠١‏ 
الاجر اليومي بالدینار (ص) | ۱۱5 ۱۱۰ ۱۱۷ ۱۸ ۲۶ 
أ ) جد معادلة خط الانحدار للتنبؤ بقيم ص. 
ب) قدر الأجر التوقع لموظف يعمل سبع ساعات يوميًا. 
ج) احسب الخطأ في التنبو لعامل عمل ٦‏ ساعات في أحد الأيام. 
؟) يبين الجدول الاتي ست قيم للمتغيرين س؛ ص. 
معامل الذكاء (س) 3 ۳ ۷ ۹ 
علامة الفيزياء (ص) ۷ ۱" ٠‏ ۳۳ ۲ ۲/۸ 
جد معادلة خط الانحدار للتنبو بقیم (ص) إذا علمت قیم (س). 
۳) إذا علمت أن معادلة خط الانحدار الخطي للعلاقة بين ساعات العمل (س)» وعدد الأخطاء 
التي برتکبها موظف في اليوم الواحد (ص) هي: ص = ۰,۵ س +۰۱ فأجب عن كل ما يأتي: 
ا ) جد قيم أء ب من العادلة. 
ب) قدر عدد الأخطاء التي يرتكبها موظف يعمل (۸) ساعات في اليوم. 
ج ) إذا كان عدد الأخطاء التي يرتكبها موظف يعمل ست ساعات في اليوم هي أربعة أخطاءء 
فجد الخطأ في التنبو. 
)٤‏ على ماذا تدل إشارة (أ) في معادلة خط الانحدار؟ 
)٥‏ إذا كان س» ص متغيرين عدد قيم کل منهما )٦(‏ وكان ہے ۱۳۳ 
٦ 1‏ 
کا (س-س)(ص- ض) ۷۶ء ى س سات ۱۰ 
فجد معادلة خط الانحدار للتنبو بقیم ص إذا لمت قیم س. 
٦‏ دا کات معادلة خط الانحدار هي: ص < اس +۱ + کات( ۶۲ ۹ نقطة من نقط شکل 
الانتشار للمتغیرین س» ص» فجد الخطأ في التب عندما س = ۳. 


كني کو یکت الا قاط ین ری عکس 507 سب 








العاجات ٠‏ 
« تتعرّف ا تغیر العشوائي المنفصل وا متصل. 

ه تکوّن جدول التوزيع الاحتمالي للمتغير العشوائي النفصل. 

8 سے الاحتمال باستخدام توزیع ذي ا حدین. 

س تتعرف العلامة العيارية وعلاقتها بالعلامة الخام. 

س حسب العلامة العيارية و تفسرها. 

8 تتعرف منحنی التوزیع الطبيعي و خصائصه. 

» تستخدم خصائص التوزیع الطبيعي و جدول الساحات ا خاص به في حل مسائل عملية. 


المتغير العشوائي 


1 211001 ۸۲ 





في کثیر من التجارب العشوائية یکون الاهتمام بربط نتائجها بأعداد حقيقية آکثر من 
النتائج نفسها؛ فمثلا عندما یخوض منتخبنا الوطني لكرة القدم خمس مباریات تحريبية فإنَّ 
الدرب غالبا ما هتم بعدد الرات التي یفوز بها النتخب. 





لاحظ أن عدد مرات الفوز هي: )0 |« ٤٣٣٤ oY‏ 8 


التغیر العشوائي: اقتران محاله الفضاء العيني ۰62 ومداه مجموعة جزئیة من الأعداد ا حقیقیةق 
ویرمز له بأحد الرموز: قء ع للدلالة عليه. 


۹۲ 








ا متغیر العشوائی 


النفصل المتصل 
آهم توزیعاته آهم توزیعاته 
أنواع التغیرات العشوائية 


یتم تصنیف التغیرات العشوائية إلى نوعین هما: 

)١‏ متغیر عشوائي منفصل (1731125616 Discrete Random‏ )» وتکون محموعة مداه قابلة للعد 
LES‏ صلی ی 
العاجر في یوم ما. 

۲ متغیر عشوائي متصل (ع1طهنت۷2 Continuous Random‏ )۰ وتکون جموعة مداه فترة 
أو اتحاد فترتین أو آکثر مثل: آوزان الأطفال حديثي الولادة فی إحدى الستشفیات. وسیتم 
التطرق له لاحقا فی هذه الوحدة. 


۱ 

حدد نوع التغیر العشوائي فی كل من ا حالات الانية: 

١‏ قياس آطوال طلاب الصف الثاني عشر في مدرسة ما. 

۲ في جربة سحب کرتین على التوالي دون (رجاع من صندوق يحتوي (۳) كرات حمراء 
و(۵) کرات بیضای 7 التغیر العشوائي على عدد الکرات البیضاء السحوبة. 

۳) كمية الأمطار فی شهر کانون الثاني لعام ۲۰۱۷م. 

)٤‏ عدد الا خطاء الطباعية فى کتاب فی طبعته الأولى. 

. 1 5 

)١‏ متصل؛ لأن الأطوال تمثل فترة بدایتها طول آقصر طالب ونهايتها طول أطول طالب. 

۲) منفصل؛ لأن عدد الکرات البیضاء السحوبة = ٠‏ ۳ ۲ وهي قیم قابلة للعد. 


۲۹۲۳ 


۳) متصل. لاذا؟ 
ء) منفصل . لادا 


6 منال ر٢‏ 
إذا دل التغیر العشوائی ق على عدد مرات ظهور 


e 


٦‏ )ا 
5 رو ۳ 


الكتابة عند إلقاء قطعة نقد مرتين وتسجيل الوجه وط یر ۱ 
الظاهر في كل مرة» فجد مدى ال تغیر العشوائي ق. رس ۱ ١‏ 
احل الشکل(--۱) 


الفضاء العيني () = رض ص)ء (ص؛ ك) (ك ص) رکف E‏ 
حيث (ص): تدل على صورة و (ك): تدل على کتابة. 


فرص عن ) < ۰ ؛ لأنّ عدد مرات ظهور الكتابة -. 
ق(صء ك) = ق(ك» ص) - ١‏ ذا؟ 
ق(ك» ك) =۲ لماذا؟ 


إذن؛ مدى المتغير العشوائي ق هو: س >٠ء‏ ۰۱ ۰۲ كما هو موضح في الشكل(5-١).‏ 
اكتب مدى المتغير العشوائي في كل من ا حالات الاتية وناقش إجابتك مع زملائك: 
)١‏ في تحربة إلقاء حجري نرد منتظمين وتسجيل عدد النقاط الظاهرة على الوجهين العلویین 
إذا دل المتغير العشوائي ق على محمو ع النقاط الظاهرة على الوجهين العلويين. 
)١‏ في تحربة إلقاء قطعة نقد أربع مرات وتسجيل الوجه الظاهر في كل مرة» إذا دل المتغير 
العشوائي ق على عدد مرات ظهور الصورة. 
۳ في تحربة سحب خمس كرات على التوالي دون إرجاع من صندوق يحتوي ٤‏ كرات 


بیضاء و۷ كرات زرقاء إذا دل المتغير العشوائي ع على عدد الكرات البيضاء المسحوبة. 
منال (۳ 


يحتوي صندوق على 4۰ بطاقة» منها: ٠‏ ۱ بطاقات مکتوب علیها الرقم (١)ء‏ وه ۱ بطاقة مکتوب 
علیها الرقم (۳)ء وبقية البطاقات مکتوب علیها الرقم (٥)ء‏ إذا سحبت بطاقة و احدة عشو انیا ودل 


۳۹ 


التغیر العشوائي ع على الرقم الکتوب على البطاقة السحوبة فجد مدی ا تغیر العشوائي ع؛ 
وجد احتمال كل قيمة من قيم مدی ا تغیر العشوائی ع. 

الحل 

قيم المدى للمتغیر العشوائي المنفصل ع هي: س = ۰۱ ”, ه لماذا؟ 

وعا أن التغیر العشوائي المنفصل يأخذ قيمًا معدودة» فيمكن إيجاد احتمال كل من تلك القیم» 











ل(س = ۱) شا لاذا؟ 
ل(س -۳) = ا 

۱۰ ۱ 
ل(س = ه) = ۳ لماذا؟ 


التوزيع الاحتمالي: هو الاقتران الذي يربط مدى المتغير العشوائي ق مع الاحتمالات القابلة وقد 
يكتب على صورة حدول أو مجموعة أزواج مرتبة. 


ففي منال(۳) يمكن كتابة جدول التوزيع الاحتمالی كما في الجدول الاتي: 











٥ 7 ۱ 27 
۱ ۵ ١ o ١ 
3 5 > ل(س)‎ 


وعکن كتابة التوزيع الاحتمالی كما يلي:[ (۰۱ 6 (۴ پک (٥ہ‏ ج ) ]. 


0 الاحتمالي للمتغیر العشوائي ق الوارد في تدریب (۱). 





کروی صد على ٥‏ کرات حمراء ۳ کرات بیضاء» سحبت من الصندوق ثلاث کرات. 
إذا دل التغیر العشوائی ق على عدد الكرات الحمراء المسحوبة؛ فکوّنْ جدول التوزیع الاحتمالي 
للمتخیر العشوائی ق في كل من ا حالات الآنية: 

١‏ إذا كان سحب الكرات على التوالي دون إرجاع. 


هوم 


۲) إذا كان سحب الکرات على التوالي مع الارجاع. 

۴۳ إذا شحبّت الک آت الثلاث معا. 

بل 

قیم المدى للمتغیر العشوائي النفصل ق هي: سس کی لماذا؟ 
Bu e 6‏ على التوالي دون إرجاع. 


ل(س = ۰) = ل(ب ب ب) = برش پر ۱ 















٦ ۷‏ 5ه 
ل(س = ۱) = ل(ح ب ب» ب ح ب » باب ح) 
شه چرچ چا مج gp‏ 
ل(س = ۲) 52 » ل(س = ») = د تحقق من ذلك 
إذن جدول التوزيع الاحتمالي للمتغير ق: 
0 ۱ ۱ ۲ ۳ 
اس ا 0 ل 
۲) إذا كان سحب الكرات على التوالي مع الإرجاع: 
ل(س =  )۰‏ ل(ب ب ب) = ولك × ل سل 
ل(س = ۱) = ل(ح ب ب» ب ح ب » ب ب ح) 
دجي چب چا 
ل(س O‏ 3 تحقق من ذلك. 





لس 5-500 دا د تحقق من ذلك. 
إذن حدول التوزیع الاحتمالي للمتغیر العشوائي ق: 
١ 0‏ ۱ ۲ ۳ 


8۷۷٣٦‏ 4+ + كم 
اا | ؟وه| ۵۱۲ ؟ذه| 0۱۲ 


505 








۳) إذا شحبّت الکرات الثلاث معا: 
5 
)»لم ها 


۵ ۳۰ 
ل (س < ۰) < سر ۱ 101 00 
ل(س = ۲) = 52 » ل(س <۳) - جد تحقق من ذلك. 
إذن حدول التوزیع الاحتمالي للمتغیر ق: 
سس کک ۱ ۲ ۳ 


۱ ۱۰ ۳۰ ۳ 
ل(س) 7 © 7 (۵) @ 


وسیمر معك لاحقا أن سحب الکرات على التوالي مع الا رجا ع یتبع لتوزیع یسمی توزيعًا ذا ا حدین. 


کی 
3 ۳ فکر وناقش E‏ رح ره 2 :۱ ۰ ۰ ۰۱ ۰ مج ۱ ۰ ۳ ۰ ۰/۳ زم ‏ دید بی EEE‏ وسح E E E‏ ۳ 


فی مثال(ع) ما مدی ا تغیر العشوائی ق» إذا کان عدد الکرات ا حمراء ٥‏ کرات» وعدد 
| الکرات البیضاء اثنان فقط؟ 


٤س‏ ءفإل الاقتران ل الذي یحقق الشرطین: 
0 07 "یت حیث ۰< ل(س)<۱ 





ل 
۲ کا ل (س ١-)‏ 
نچ 
يسمى اقتران الكثافة الاحتمالية للمتغير العشوائي المنفصل . 


۲۹۷ 











ی ےت ۰ وکان ل(س)- 
قتران الكثافة الاحتمالية للمتغیر العشوائي النفصل ق. 


+ 7 
0 . تحقق من أن ل(س) 





(۲) ل( س <۰) + ل(س <۱) + ل(س <۲) = + 3 7 3 کک 
إذن» ك ل (س )= ١‏ 
فخ 0013 ند أن ل(س) يحقق شروط اقتران الكثافة الاحتمالية للمتغير العشوائي ق. 


تدریب ۳ 
إذا كان التوزیع الاحتمالي للمتغیر العشوائي ع معطی بالجموعة: 
DESEO CFD EO ( 0‏ )0(" فجد قيمة الثابت ك. 


كم فکر وناقش وقدم تبريرًا .سس 


صندوق بحتوي ۱۰ بطاقاتمرتم من ی ۰ ۱ سحبّت ثلاث بطاقات دفعة واحدق |ذا دل ! 


المتغير العشوائي ق على الرقم الأكبر في البطاقات الثلاث المسحوبة» فاکتب القیم نت 


۳ 





موم تمارین ومسائل 


)١‏ إذا دل التغیر العشوائی ق على عدد الأطفال ال ذکور فی تحربة اختیار عشوائی لعائلة لدیها ثلائة 
أطفال» وتسجیل النتائج حسب انس وتسلسل الو لادة فحد مدی التخیر العشوائی ق. 

۲) في تحربة اختیار أربع لعب من إنتاج مصنع آلعاب. إذا دل المتغير العشوائي ق على عدد اللعب 
التالفة» فجد مدى المتغير العشوائى ق. 

*) إذا دل المتغير العشوائي ع على الفرق المطلق بین عدد النقاط الظاهرة على الوجهين العلويين 
عند إلقاء حجرّي نرد منتظمين» فکوّن جدول التوزيع الاحتمالي للمتغير العشوائي ع. 

)٤‏ يحتوي صندوق على ٦‏ كرات بیضاء وكرتين حمراوين» سحبت من الصندوق ثلاث كرات 
على التوالي دون إرجاع. إذا دل المتغير العشوائي ق على عدد الكرات البيضاء السحوبت 
فكوّن التوزيع الاحتمالي للمتغير العشوائي ق. 

)٥‏ إذا كان ل عثل اقتران الكثافة الاحتمالية للمتغير العشوائي المنفصل ق 


٤ب‏ س" ا مین ۱۳ 
وکان ل(س) -م بس 4 س۶ ۲ 
ب( س )١+‏ > س ۶ ۳ 


أ ) جد قيمة الثابت ب. 


ب) کوّن حدول التوزيع الاحتمالي للمتغير العشوائي المنفصل ق. 


ج) جد ل( ١‏ <س < ۳) 
5 یی تل اج 4 عثل مدی التغیر العشو ائی ي المنفصل ق» وكان 
ل(س) حك س" يمثل اقتران الكثافة الاحتمالیة للمتغير العشوائى ق» فجد قيمة الثابت ك. 


۷ في بحربة سحب كرة (دون إرجاع) من صندوق يحتوي على ۳ كرات بیضاء وكرتين 
حمراوین» إذا دل المتغير العشواتي ق على رقم السحب الذي تظهر فيه أول كرة حمراء» 
فكوّن التوزيع الاحتمالي للمتغير العشوائي ق. 


۳۹۹ 


Distribution‏ 1ط 





في اختبار من نوع اختیار من متعدد مکون من ۷ فقرات» لکل فقرة آربعة بدائل مختلفة 

واحد منها فقط صحیح, إذا آحاب آحمد بطريقة عشوائية على جمیع فقرات هذا الاختبار» 

فما احتمال: 

)١‏ أن يجيب أحمد على فقرة واحدة بشکل صحیح؟ 

۲) أن يجيب أحمد على فقرتين على الأقل بشكل صحيح؟ 

۳) أن يجيب أحمد على فقرة واحدة على الأكثر بشکل صحيح ؟ 

و التجربة تکونت من (۷) محاولات. 

٭ کل محاولة مستقلة و متمانلة. 

ه کل محاولة لها ناتحان إما نجاح (وهي الاحابة الصحیحة)ء أو فشل (وهي الاجابة الخطأ). 
ا ۱ ۱ 

۵ھ 

إن مثل هذه التجارب العشوائية تسمی تجربة ذات ا حدین » ولھا الخصائص الاتية: 

« التجربة تكونت من (ن) محاولات. 

٭ کل محاولة مستقلة ومتمائلة. 

٭ كل محاولة لها ناتحان إما نجاح (وهي وقوع الحادث قيد الاهتمام)» أو فشل (وهي عدم وقوع 
الحادث قيد الاهتمام). 

٭ احتمال النجاح ثابت في كل محاولة ويساوي ( أ) وبصورة عامة: 


ا1۱[ © 


۶ 


إذا أجريت تحربة ذات ا حدین (ن) من الرات وكان ق متغیرّا عشوائيًا ذا ا حدین معاملاه: 
ن» أ» ودل ق على عدد مرات النجاح في (ر) من ا محاولات: فان: 

ن 8 ء نر 
TS‏ 


وعثل توزیع ذو ا حدین آهم توزیعات ا تغیر العشوائي النفصل. 


کے 
.-- و غدت مس سس سر سس سک 
DEE‏ 
إذا كان ق متغيراً عشوائيًا ذا ا حدین معاملاه: ن = ٦ء‏ = ٦٠ء‏ فجد كلا ما یأتی: 
۱ ل(س<۲) ۲ ل(س<۱) ۳) ل(س>ه) ٤‏ ) ل(س>۱) 


ال 
عا أن: ن = ٦‏ - وی فإن: 
1 
۱) ل(س>؟) =( ,)0,17( )0,2( ۲۵۱۱۳۱۱۵ ۰۱ ۱۳۸۲۵ 
1 ۰ 
۲ ل(س<۱) = ل(س= )=( ,)6,17 (£, 6 رو یی 


۳) ((س>) < ل(س<ه) + ل(س< ) 0ئ0 جد الناج. 
۶) ل(س>۱) < ل(س<۱) + ل = Eee‏ للع كم ) ند ل رس = 


١ =‏ -ل(س = .)6 لاذا؟ بر (جابتك. 


و اه و و و و و و و و و یص,ى 9 9 و وه 


إذا کان ق متغيرًا عشوائیّا ذا الحدين» معاملاه: ن = ۳ ا - ٠٥‏ فجد کلا ما ياتی؛ 
)١‏ ل(س<۳) ۲ ل«س<۱) ۳ ل(س> ۲) )٤‏ ل(س>۱) 
۱ 
إذا کان احتمال أن یحرز لاعب كرة قدم هدفا في كل ضربة جزاء ینفذها على الرمی ۰,٩‏ فإذا 
نفل ۳ ضربات جزاء علی الرمی» فما احتمال: 
۱) احراز هدف في کل ضربة حزاء؟ 
۲ عدم إحراز آي هدف؟ 
۳) إحراز هدفين على الأكثر؟ 
)٤‏ إحراز هدف واحد على الأقل؟ 


)٥‏ عبر معاذ عن احتمال إحراز هدفين على الأقل بالاتي: ل(س>۲). ناقش ما عبّر عنه معاذ. 
الحل 
ندنل اک برر ذلك؟ 
)١‏ احتمال إحراز هدف في کل ضربة جزاء ل(س=۳) > <()(۱(۳)۰۱۹و۰)" 
کر )کک 
7۲ احتمال عدم احراز آي هدف ‏ ل(س<۰-( رف 7 كتافو 
۳) احتمال |حراز هدفین على الأكثر = ل(س<۲) = ل(س<۲)۲+ ل(س<۱)+ ل(س<۰) 
= ۱ - ل(س<۳) 
2۰۱۷۲۹۰۱ ۰۲۷۱ 
)٤‏ احتمال إحراز هدف و احد على الأقل = ل(س> )١‏ <ل(س<۱)+ل(س<۲)+ل(س<۳) 
با رس ۸ کت مرو ھک 8ق 
)٥‏ تعبیر معاذ خاطئ.ماذا؟ 
٣‏ 38 في بداية الدرس. 
منال (۳ 
في تحربة إلقاء حجر نرد مكتوب على آوجهه الأرقام: ١ء‏ ۰۱ ١ء‏ ۵ الوا 
مرات؛ فما احتمال ظهور الرقم (۱) علی الوجه العلوي في ثلاث مرات علی اا 
الحل 
ن = ٤‏ أ=ه,. تحقق من ذلك. 
احتمال ظهور الرقم (۱) في ثلاث مرات على الأقل 
ل(س۳) = ل(س<۳) + ل(س<؟) 
= ()(۰,۵(۳)۰,۰) + ()(مره)*(هیی) 


۹) ری‎ ۰,۰ ۵ X= 


سح ۲۵۰۰ وه ۱۲۵ و۰ 2 ۵ ۰,۲۱۲ 


آظهرت دراسة أن ٠,۷۰‏ من يقو دون السیارات یستعملون حزام الامان أثناء القیادق 
٦‏ ۹۹۹۶۶۰ ۰۰۹ 

)١‏ أن يكون ربعهم يستعملون حزام الأمان أثناء القیادة؟ 

۲) ألا یستعمل أي منهم حزام الأمان أثناء القيادة؟ 
JE‏ 
في الشکل (-۲۰) إذا 7 الوشر عشوائیّا في القرص الدائري 
خمس مرات» فما احتمال: 

)١‏ وقوف المؤشر عند رقم يقبل القسمة على ٢‏ ثلاث مرات؟ 
۲) وقوف المؤشر عند رقم يقبل القسمة على ٥‏ مرة واحدة؟ 
احل 
| ن < ه 

الرقم الذي یقبل القسمة على 3۲ (۰۲ ٦٦٤٦‏ 1۸ 
ومن < ۵ بور ذلك. 
ل( س = )= (۳)۰,۵()۷(هوه) "= ۵(۱۰و)۹ ۳۱۲۵و 

۲ ن = ء الرقم الذي يقبل القسمة على ٥‏ هو: الرقم ٥‏ فقط 

ومن آ- ‏ برّر ذلك. 
Dy‏ 








سے تمارین ومسائل 


)١‏ إذا كان احتمال بجاح عملية جراحیة ۰,۷۰ إذا َجریت خمس عمليات فما احتمال نجاح 
ثلاث منها على الأقل؟ 

۲) فی تحربة إلقاء قطعة نقد منتظمة ثماني مرات» جد كلا ما یاتی: 

أ ) احتمال ظهور الکتابة ‏ مرات. 
ب) احتمال ظهور الكتابة ۳ مرات على الأقل. 

۳) في تحربة إلقاء حجر نرد منتظم (۸) مرات وتسجیل عدد النقاط الظاهرة على الوجه العلوي» 
إذا دل ا متغیر العشوائی ق على عدد مرات ظهور عدد یقبل القسمة على (۰)۳ فجد احتمال 
ظهور عدد یقبل القسمة على (۳) مرتين على الأقل. 

:) يحتوي صندوق على ٥‏ کرات حمراء ۳ کرات بیضاء سحبت من الصندوق ثلاث كرات 
على التوالي مع الارحاع. إذا دل التغیر العشوائي ق على عدد الکرات ا حمراء المسحوبة» 
فکوّن جدول التوزیع الاحتمالي للمتغیر العشوائي ق. 

)٥‏ إذا کان ق متغيرًا عشوائيًا ذا ا حدین حيث ن = ٠ء‏ ل(س>۱) = سل فجد كلا مما ياتي: 
أ) قیم س (مدى ق) ب) قيمة أ ھ2 


العلامة المعيارية 


۱0200210 501: 





إذا كانت علامة جنی فی مبحث الریاضیات (۹۰)ء وعلامتها في الفیزیاء(۸۰)ء و کان 
التوسط ال حسابي لعلامات الریاضیات (۸۸))ء والانحراف العياري لها (٦)ء‏ آما التوسط 
الحسابي لعلامات الفیزیاء (٦٦)ء‏ والانحراف العياري لها (١٥)ء‏ ففي أي البحئین کان 
مستوی تحصیل جنی أفضل بالقارنة مع طالبات صفها؟ ولاذا؟ 


على الرغم من أن ظاهر علامتي جنی يشير إلى أن تحصیلها في الرياضيات أفضل من تحصیلها 
في الفيزياء إلا أن ذلك لیس موکذا؛ فقد یکون موقع علامتها فی الفيزياء بالنسبة إلى علامات 
طالبات صفها آفضل منه فی الریاضیات. تری كيف يمكننا المفاضلة بین العلامتین بطريقة علمية 
لنتمکن من الفاضلة بين العلامتین لابد أن نأخذ التوسط ا حسابي والانحراف العياري 1 
علامة بعين الاعتبار» وذلك بایجاد الانحرافات العيارية لكل علامة عن متوسطها في کل مبحث» 
وبذلك نکون قد حولنا كل علامة من العلامات الأصلية إلى علامة جديدة تسمی : العلامة المعیاریق 
ومن ثم نقارن بين العلامتین الأصليتين بناء على العلامة العيارية لکل من العلامتین الاصلیتین. 


إذا كان التوسط ا حسابي لعينة عشوائية ( نس )» وکان الانحراف العياري لها (ع)» و کانت 
(س) مشاهدة في هذه العينة فان 

العلامة العيارية للمشاهدة س: هي نسبة انحراف الشاهدة (س) عن التوسط الحسابي 
(ی)ء إلى الانحراف العياري (ع)ء ويرمز لها بالرمز (ز)» أي أن: 


بح د 
بت نامدن 
3 


SEH 
إذا كان المتوسط الحسابي لعلامات طلاب الصف الرابع في اللغة العربية (۸۰) والانحراف‎ 
ء)۷٥( (۸۰)ء‎ ۰٩ ۰( العياري لها (٥)ء وكانت علامات هاشم» يوسف» حمزة في اللغة العربية‎ 

على التزتیب. فجد العلامة العيارية لعلامة کل منهم. 
الحل 
افر آن ملاسان الخيارية لكل مهافت برمت وه هیواز ا الترئیب. 


ف ے 0 
جج رٹ 

ہے لح ہے 

٥ 1 

| ۸-۶٥۰ - ۲ 
٥ ده۷‎ 

له حظ آن: 


یعادل انحرافین معیاریین؛ لأن الانحراف العياري (٥)ء‏ وهذا یعنی أن العلامة )٩۰(‏ 
تتحرف فوق التوسط الحسابي انحرافین معیاریین؛ فکانت ز , = ۲ (فوق التوسط 
سای 

ه علامة يوسف (۸۰) تساوي التوسط ا حسابی نفسه وانحرافها عنه .عقدار صفر فکانت 
0-0 

ه علامة حمزة )۷١(‏ أقل من المتوسط الحسابى وتنحرف عنه .عقدار (-5)» وهو سالب 
وهذا يعادل انحرافًا معياريًا واحدّاء وهذا يعنى أن العلامة (۷۵) تنحرف تحت المتوسط 
الحسابي انحرافا معياريًا واحدّاء فكانت ز, --۱ (تحت المتوسط الحسابي). 

تكون | ز| مساوية لعدد الانحرافات المعيارية التى تنحرفها المشاهدة (س) عن المتوسط الحسابى 

للتوزيع» أما إشارة ز فتدل على موقع المشاهدة (س) فوق المتوسط أو تحته. 





. کان التوسط احسابي 8 + والانحراف العياري(۳)؛ فجد کلا ما یأنی: 
)١‏ العلامة العيارية للقيمة ٦٤‏ 

۲) القيمة التي علامتها العيارية تساوي (۱,۵). 

۳) القيمة التي تتحرف انحرافین معیاریین فوق التوسط احسابي. 

)٤‏ القيمة التي تنحرف انحرافا معياريًا واحذا تحت التوسط الحسابي. 


إذا كانت علامتا بشار في مبحني التربية الاسلامية والعلوم هما على الترئیب: (۰)۷۱ »)٦۳(‏ 
و کان التوسط الحسابي لعلامات صفه فی المبحثين (٥۸))ء‏ (۸۰) و الانحراف العياري لهما (۷)» 
5 ۱ على الترتیب ففي أي المبحثين کان مستوی تحصیل بشار أفضل؟ ولاذا؟ 


الحل 

العلامة العيارية لعلامة بشار في التربية الإسلامية هي: ز, = !لاقل --م 

العلامة المعيارية لعلامة بشار في العلوم هي: ز.. = کچھ ددرن 

وما أن زي, > ز, ؛ فإِنَ تحصيل بشار في العلوم آفضل من تحصيله في التربية الإسلامية با مقارنة مع 
طلاب صفه. 

تدریب ۲ 


TS 





إذا كانت علامات ثلائة طلاب في أحد الصفوف: ۸۲ء ۷۰ء ٦٦ء‏ وكانت علاماتهم المعيارية: 


با ھا ساد 


لد ومنه ۲ع = ۸۲ - س COs‏ 
۷۵٥ -‏ ومنه ع = ۷١‏ - تن (T)......‏ 
2 
۲ - ۸۲ - س ٦ھ‏ 
ع - ۷۵ - س ہہ( ۱1 
بالطر ح ینتج: 022 


وبالتعویض عن قيمة ع =۷ فی العادلة (۲) ينتج أنَّ: 


۷ ۷ دس ومنه س = 1۸ 
1۸-١‏ ۳۹ 


الکن ے 
والاٹ ز 7 


١ 

٣ تدریب_‎ 

CS SE‏ علاماتهن العيارية: 
E 1‏ 

)١‏ الانحراف العياري لعلامات طالبات الصف. 

۲) التوسط امحسابی لعلامات طالبات الصف. 


۳) علامة الطالبة زینب. 
ء) دت لرفيلك كيف أو حلات علامة زینب. 
کو 7 
... ڑگ فکر وناقش وقدم تبریرا سب« 


ظ إذا کان المتوسط ا حسابي لعينة عشوائية (س)» و كان الانحراف العياري لها (ع)ء و کانت 
(س) مشاهدة فى هذه العينة وعدلت المشاهدة (س) حسب العلاقة: ص = أس + ب» 
فان العلامة العيارية الخديدة للمشاهدة (س) بعد التعديل تبقی نفسها قبل التعدیل. 








تمارین ومسائل 


)١‏ ذا كانت علامتا طالبین من الصف نفسه في آحد الاختبارات (٥٣)ء‏ (٦٦)ء‏ و العلامتان 
العیاریتان المناظرتان لهما (-۰)۱ (۱) على الترتيب» فجد التوسط الحسابي لعلامات طلاب 
الصف في هذا الاختبار. 

؟)إذا كان المتوسط الحسابي لعلامات طالبات الصف السابع في اللغة الاإنحلیزیة(٦٦)ء‏ والانحراف 
العياري (٤)ء‏ وكانت علامة رفيف (۸۰))ء فأجب عما يأتي: 

أ) ما العلامة المعيارية لعلامة رفيف؟ 

ب) إذا عدت علامات الصف حسب العلاقة ص = ۱,۱ س - ٥ء‏ حيث س هي العلامة 
قبل التعديل» ص هي العلامة بعد التعديل» فما العلامة المعيارية لعلامة رفيف بعد التعديل؟ 
ماذا تلاحظ؟ 

۳) إذا كانت العلامات المعيارية للطلاب مؤمن» سا مء مهند كمايلي: ۳ ۰۱ ٠,۷١‏ على الترتيب» 
والمتوسط الحسابي لعلامات جميع طلبة الصف (1۸). والفرق بین علامتي موّمن ومهند هو 
(۹)ء فجد كلا مما يأتي : 

أ) الانحراف المعياري لعلامات طلبة الصف. 
ب) العلامات الفعلية لمؤمن» وسالم» ومهند. 
ج) علامة الطالب التي تنحرف انحرافا معياريًا واحذا تحت المتوسط الحسابي. 

)٤‏ إذا كان الفرق بين علامتي أحمد وسفيان في الصف الثاني عشر في أحد الاختبارات يساوي 
(۹)ء والفرق بين العلامتين المعياريتين المناظرتين لهما (١,١)ء‏ فجد الانحراف المعياري 
لعلامات طلاب الصف في هذا الاختبار. 

)٥‏ أثبت أن المتوسط الحسابي لجميع العلامات المعيارية لجميع قيم التوزيع يساوي صفرًا. 


5٠ 


التوزيع الطبيعي 
The Normal Distribution‏ 


إذا كانت درجات الرارة لماء البحر في خليج العقبة 
في شهر نیسان تتبع توزیعا طبیعیّا» متو سطه الحسابي (۲۷) 
سلسيوس» وانحرافه العياري (۲) سلسیوس؛ وکان آکرم ‏ 
یفضل ألا تقل درجة حرارة الاء عن (۲۰) سلسیوس كي لا 
يسبح في الاء فما عدد الأيام التي تكون فیها درجة حرارة 
الماء مناسبة له للسباحة في هذا الشهر ؟ 








تعلمت سابقا أن قيم مدی ا تغیر العشوائي ا منفصل قابلة للعد» وقیم مدی ا تغیر العشوائي 
التصل غير منتهية وتکون على شکل فترة» أو اتحاد فترتين» أو أكثر من الأعداد الحقيقية» وتعلمت 
أن آهم التوزیعات للمتغیر العشوائي النفصل هو توزیع ذات احدین» وفي هذا الدرس ستتعلم 
آحد توزیعات ا تغیر العشوائي التصل و آهمها وهو (التوزیع الطبيعي). 


التوزیع الطبيعي: توزیع احتمالي متصلء حرسي الشكل» ومتمائل حول التوسط الحسابي وعتد 
إلى مالا نهاية فی الا تجاهين» ولکن معظم الساحة (الاحتمال) تترکز حول التوسط ا حسابي. 





خصائص التوزیع الطبيعي 

« المنحنى يأخذ شکل الجرس. ا ۱ المساحة < ه وه 
۰ ۱ 

« التوسط الحسابى = الوسيط = ا منوال اک ری 


٭ الساحة تحت منحنی التوزیع الطبيعي تساوي ١ء‏ ونظرًا للتمائل حول التوسط فان المساحة 
""'"ٰٰ 9 را 











وی ۰ ۳ 
۱ 74 فکر وناقش ۰۳۲۲ ۲ ۰۳ 7 ۰۰۰ ۱ :۰ ۰۳ ۸ 6 ۲ ۳ ۰ NOS‏ ا ار او ا سس ھی 


العياري (واحد)» ومتغیرہ العشوائي العلامة ا معیاریة (ز). 
ويتم إيجاد احتمال وقو ع التغیر العشوائي (ز) تحت قيمة ماء أو فوقهاء أو حصورة بين قيمتين» من 
خلال جدول التوزيع الطبيعي المعياري الوارد في ملحق (۲) في نهاية الكتاب» على النحو الاتی: 
)١‏ ل( ز< أ)» حيث أك صفر. من الجدول مباشرة. 


انظر الشکل (-؟؟) 





ا 


الشکل (۲۲-۰) 
۲) ل( ز> ٢‏ = ۱ - ل( ز< ) ماذا؟ 
انظر الشکل ٦(‏ -۲۳) 





۳) ل( ز< -) ل( ز> ) - ١‏ - ل( ز<أ) ‏ لاذا؟ 


انظر الشكل (5 -۲) 


4 ) ل( زک -))- ل( ز< أ) 
انظر ا لشکا (59-ه؟5) 





إذا کان (ز) متغيرًا عشوائيًا طبيعيًا معياريًا. فجد قيمة كل ما يأتي» باستخدام حدول التوزیع 
الطبيعي العياري: 
۲ ار 15 
؟) ل( زک ۲,۰) 
DE‏ ۱۲ 
4) ل( -؟ < ز< o )١‏ 
اخل الشكل (5-5؟) 
0 (ز< ,)= ۰۱۸۷۷۰ کما فی الشکل(٦-٦۲)‏ 
من امحدول مباشرة. 
وهي القيمة الو اقعة عند تقاطع صف العدد(۱,۱) مع عمود الأجزاء من مئة (۰,۰)) 
كما في الجدول الاتي الذي يمثل جزءًا من حدول التوزيع الطبيعي العياري. 





۹٥ء‏ 
۰ | ۰۷۸۲۴ | ۰۷۸۵۲ 
| ا ا | | نہ 
۳ ۸۰۵ ۱ ۰۸۳۸ 
eA | ۹ ۱‏ 


۰٦٦٤ | ۰‏ ۱ءء 005 ۰ ۰ ‘AEE ۰, ۸ ٠۰۷۷۲ | ٦‏ ۹ءء 
۷ 














الشکل (۲۷-۷) 

۲ ل( زك ,)= ۱ - ل( ز< دروك 

كما في الشکل(۲۷-۰) ۱ 
۱ ۰۱۹۹۳۸ ۳ ۰ 

ے ۳ الشکل (۲۷-۰) 





























۳ ل( ز< - ۱,۳)< ١‏ - ل( ز< ۰۱,۳ كما في الشکل(۲۸-۰) 
۰۱۹۰۳۲۱ 





٩۲۱۸ =‏ ۰و۰ 


ئ٣‎ ۰ 


الشکل (۲۸-۰) 


)۲2 < ل(ز‎ -)١ < ل(ز‎ - )١ < ل( - > < ز‎ ) ٤ 
خ۳ ری سے براقي‎ 
۰۱۸۱۸۵ = 


كما في الشکل (9-5؟) 





1 ۰ 
الشکل (۲۹-۰) 


إذا کان (ز) متغيرًا عشوائيًًا طبيعيًا معیاریا. فجد قيمة كل ما يأتي» باستخدام حدول 
التوزیع الطبيعي العياري: 

6+٥۹ ۶۷ 

)ا 

ل ۲۱۱ 

۱ 2 ار‎ ۹0٥٣۶ 

م لحر <ز < صفر) 

٦‏ هل تختلف قيمة ل( ز< 1 ۱۱) عن قيمة ( ۱ - ل(ز> ۱,۱۲))؟ برر (جابتك. 


إذا كان (ز) متغيرًا عشوائیّا طبيعيًا معیاریٔاء فاستعمل جدول التوزیع الطبيعي المعياري لایجاد قيمة 
(1) فی کل من ا حالات الاتیة: 

۱ ل( ز< ) < ۰۱۸۷۲۹ 

۲) ل(ز> ا) < هع ۰۰و 





الحل 
)١‏ ل( ز<أ)- ۰۸۷۲۹ 
لاحظ الشکل(۳۰-۹) سر تین وا 
قيمة (ز) المناظرة للاحتمال ٠,۸۷۲۹‏ هي ١۸۱١‏ ا 
اذن أ> ۶ ۱,۱ الشکل (۳۰-۰) 





۲ [(ز> آ)< 6 ی 
لاحظ الشکل(۳۱-۲) نحد أن 





ل( ز< )= ۱= می یف = ۹۹۵۵و أ 
دك )۲۰9 الشکا )(۳۱-٦(‏ 
تدريب ۲ 


إذا كان (ز) متغيرًا عشوائیّا طبیعیّا معياريّاء فاستعمل حدول التوزيع الطبيعي المعياري 
لایجاد قيمة (1) في کل من ااه 

ل( ز< )= ۰۵۳۱۹ 

۲) ل(ز> )۰۱۸۰۸ 


والآن سنتعرف كيفية إيجاد احتمالات أي توزیع طبيعي من خلال التحویل إلى التوزیع 
الطبيعي العياري» وذلك من خلال تحويل العلامة الخام (س) إلى العلامة العيارية (ز): 


إذا كان (س) متغیرا عشوائیًا طبيعيًا متوسطه ا حسابی (1)ء وانحرافه العياري (0)» فإن: 
العلامة العيارية (ز) للمتغیر العشوائي (س) هي: 

كم 

o ر‎ 


وی ۰ 3 
نس 4 فکر وناقش دض ۱ E‏ می دی تی E‏ لو رعو ا و تچ جو و اسر رر یچ ما می ای رما تو و ۱۳ 


٤ 


ود 

إذا کان (س) متغيرًا عشوائيًا يتبع التوزيع الطبيعي الذي متوسطه ا حسابي (۷۰)) وانحرافه 
العياري (۸)ء فجد: 

0 ل(س < ۷۲) 

۲ ل (س > ۵۲) 

الحل 

مما أن (س) يتبع توزيعًا طبيعيًا» فیمکن تحويل المشاهدة الخام (س)» إلى علامة معيارية (ز). 


0(س< )د ل ونح )= ل رز < ۰,۲۰)< ۰۱۹۹۸۷ 





۲ (س > ه) - ل رر > کل )= ل رز ک-۱,۷۵) عل (زح 26۱,۷۵ ۹0۹0 


إذا کان (س) متغيرًا عشو انیا یتبع التوزیع الطبيعي الذي متوسطه ا حسابي (۱۱۰)) 
وانحرافه العياري (۱۰) فجد: 

۱ ل (س < )٩۰‏ 

۲) ل (س > ۱۰۵) 

۳ ل ٩۰(‏ <س < ۱۳۰) 


إذا كانت كتل آکیاس الطحین في آحد الخازن وعددها (۱۰۰۰) كيس تتبع التوزیع الطبيعي 
وكان التوسط الحسابي للکتل (۵۰) کغء والانحراف العياري لها )١,۲١(‏ کغ. إذا اختیر أحد 
الاکیاس عشواقاء فأحب عن کل ما پاتی: 

)١‏ ما احتمال أن تقل كتلة الکیس عن (4۷) كغ؟ 

؟) ما احتمال أن تزيد كتلة الكيس عن )5١(‏ كغ؟ 

۳) ما عدد الأكياس التي تنحصر كتلتها بین (4۸) کغ» و(57) كغ ؟ 


۰:۱۵ 


احل 
لیکن (س) كتلة كيس الطحين» ویتبع توزيعًا طبيعيًًا متوسطه | = ٥٠ء‏ وانحرافه العياري 
5 > ۱,۲۵ وبالتالي: 
)١‏ احتمال أن تقل كتلة الكيس عن (4۷) كغ يساوي: 
ل( س < 47) > ل(ز < كلك ) > ل(ز < -۲,4)= ١‏ -ل(ز <۲,4) 
= 2۰۱۹۹۱۸۱ ۰۱۸۲و 
٢‏ احتمال أن تزید كتلة الكيس عن (۵۱) كغ يساوي: 
لاوس > نم دل زوك جلف د )كك ل «ز > ۸,) د د ل(ز < ۸,.) 


۱, 
۰۲۱۱۹۰۱۷۸۸۱۰۲2 


۳) احتمال أن تتحصر الکتل بين (4۸) کغ» و(0۲) كغ يساوي: 


ل ٤۸(‏ < س < 7 از کی ا ا اہ و 
9 9 


= ل( ز < 5و١‏ ) - ل( زح )١,5-‏ = ل( زح و۱) -(۱- ل(ز 2 ))١۸٦‏ لاذا؟ 
خ ۲ ل( >= Mk‏ 

د ۲ 2۱-۰۹۵۲ ۰۸۹۰ 

إذن» عدد الأكياس التي تتحصر کتلها بین (/4) كغ» و(۵۲) كغ يساوي: 

العدد الكلي × الاحتمال = ۱۰۰۰« 4 ۰,۸۹۰ = 4 ۸٩۰‏ آکیاس. 


تدريب 6 


7 ا 


سے رین ومستادل 


)١‏ إذا كان (ز) متغیرا عشوائيًا طبيعيًا معياريًا. فجد قيمة کل ما يأتي» باستعمال جدول التوزيع 


الطبيعي العياري: 

أ )ل( ز < ۳ ب)ل(ز > <۱) 

ج) ل( زك ۱,۸) د )ل( ز ۷-2 ی 

ه) ل( صفر < ز < ه,.) و) ل(-۱,۰۳ <ز < -۰,۱۲) 
ز) ل«| ز| < ۰,۸) ح ) ل(-۱:۱۷ < ز < صفر) 


۲) إذا کان (ز) متغيرًا عشوائیّا طبيعيًا معیاریٔاء فاستعمل جدول التوزیع الطبيعي العياري لایجاد 
قيمة () في کل من شالات الاتية: 
أ ) ل(ز<) < ۰۱۳۹۲۱ 
ب) ل(أ < ز < ۲) ۰۱۵۲۱ 

۳) تقدم (۲۰۰۰) معلم لامتحان الر خصة الدولية لقيادة احاسوب (10101)ء فاذا کان توزیع 
علاماتهم یتبع التوزیع الطبیعي .عتوسط حسابي (۷۰)ء وانحراف معياري (۸)» فأجب عن 

أ ) ما عدد العلمین الذین تزید علاماتهم عن (۸۲)؟ 

ب) إذا كانت علامة النجاح في الامتحان (۸۰)ء فما نسبة النجاح؟ 

؛)١٦( إذا كانت علامات (۱۰۰۰) طالب تتبع توزیغا طبیعیّاه وکان متوسطه الحسابي‎ )٤ 
و انحرافه العياري (٥)ء و کان عدد النابححین (۷۵۸۰) طالاء فما علامة النجاح؟‎ 

)٥‏ |ذا كانت كتل (۱۰۰۰) صندوق برتقال تتبع توزيعًا طبیعیّاء متوسطه الحسابي (ه)کغ» 
و انحرافه العياري (4 ,۰)کغ» فجد نسبة الصنادیق التي تقل کتلها عن (4,۸) كغ؟ 


ہے سل لوح 2 


)١‏ بثل الشکل (-۳۲) شکل الانتشار للمتغیرین س؛ ص. 
حدّد نوع العلاقة بينهماء و جد قيمة معامل الارتباط. 


الشکل (-۳۲) 

۲ يبين الجدول الاتي علامات ستة طلاب في مبحثي التاریخ (س) والتربية الوطنية (ص) في 
امتحان قصير» نهایته العظمی (۰)۱۰ أجب عما يليه: 

رقم الطالب له 

مبحث التاريخ (س) ها الك 

مبحث التربية الوطنية (ص) | ۵ | ۳ |1" ۱ ۷ |51 |" 

أ ) احسب معامل ارتباط بيرسون ا خطي بین س» ص. 

ب) جد معادلة خط الانحدار بين المتغيرين س» ص. 

ج) قذر علامة التاريخ لطالب إذا كانت علامته في التربية الوطنية (۷). 

د ) جد الخطأ في التنبرٌ في علامة طالب في التربية الوطنية» إذا كانت علامته في التاريخ (5). 


۰ ص 
۳) معتمدا على | لشكل (-) الذي عثل شکا الانتشار 
۱ ۱ ۳ 3 
أ ) ما قيمة معامل ارتباط بیرسون؟ سس ۲ 
ی اکب معاد خط ای ار ١‏ 
من 
إذا كانت كل نقط شكل الانتشار بين المتغيري: 0 
)٤‏ اذ بت بین ری 4 4 
كل 7 و چا الشکل (-مم) 


تفع على المستقيم الذي معادلته: ص = ۳ - ۲س» فجد 
معامل الارتباط. 

ه) صندوق يحتوي ۸ بطاقات مرقمة من ۳ إلى »٠١‏ سُحبّت ثلاث بطاقات دفعة واحدة» 
إذا دل المتغير العشوائي ق على الرقم الأصغر في البطاقات الثلاث المسحوبة» فاكتب القيم 








الممكنة للمتغیر العشوائي ق. ۱ 

)كان ق مسرا عشوائیا مداه س کی ۲ وکان ل(س)<(س) (5(7)1,.)” " اقتران 
الکنافة الاحتمالية للمتغیر ق ناب عن كل ما يات + 

أ ) ما نوع ا تغیر العشوائي ق؟ 

ب) جد قيم أء ن. 


ج) جحد ل(س<۲). 


۷ ) |ذا كان ل عثل اقتران الكثافة الاحتمالية للمتغیر العشوائی ق» الذي مداه ۰۲ ۰۳ ٤ء‏ و کان 


ل(۲) = ۳ل(۳) = ل(1)» فجد قيمة ل(۲). 
١‏ ) احتمال ظهور العدد > مرتین. 
ب) احتمال ظهور العدد ٦‏ ثلاث مرات على الأكثر. 


٩‏ ) آشار استطلاع للرأي في إحدى الجامعات أن ٠,۹۰‏ من طلبة الدراسات العلیا یتواصلون 


إلكترونيًا مع آساتذتهم الجامعيين» إذا اختیرت عينة عشوائية من ۲۰ طالبّاه فما احتمال أن 
یکون واحد منهم على الأقل لا یتواصل إلكترونيًا مع أستاذه الجامعي؟ 


۰) في تحربة سحب كرة (دون إرجاع) من صندوق يحتوي على ٤‏ کرات بیضاء و۷ كرات 


حمراء إذا دل المتغير العشوائي ق على رقم السحب التي یظهر فيه آول كرة حمراء » فجد 
احتمال أن تظهر أول کرة حمراء فى السحب الثالث. 


۱) قررت اعدی الشر کات رف آی شحنة مرن الو اد تشتریها من موردما اذا تین و جود (۳) 


وحدات معيبة أو أكثر فی عينة عشوائية مكونة من (۹) وحدات. إذا كانت نسبة العیب فی 
شحنة من أحد الوردین (۰,۱) ما احتمال رفض الشركة للشحنة؟ 

۲ء إذا كانت العلامات العيارية لعينة مکونة من )٦(‏ مشاهدات کالاتي: 

-۲ -۱ ۲۵ ۰۳ ۳ (ز)ء فجد كلا مما يأتی: 

أ ) التوسط الحسابي للعلامات العيارية. 

ب) الانحراف العياري للعلامات العيارية. 


ح) قيمة (ز). 


aE 


ملحق(۱) 
قوانین رياضية مهمة(العدلات المرتبطة» تطبیقات القیم القصوی) 
۱) المسافة بين نقطتين (س, » ص ) (س, ۰ ص) ۹) محيط الستطیل = ۲ (س+ص) 
فد رلاس, -س)۲+(ص, - ص ) ' مساحة المستطيل = (س × ص) 
حيث س: الطول ص: العرض 
8 فا هري 0 ضر مرو 
الضلعين الآخرين. 














۳) قانون جيب التمام: لإيجاد ضلع في مثلث علم فيه | )١ ١‏ حيط الدائرة ٣٢‏ نق )7 
ضلعان وزاوية حصورة بينهما: مساحة الدائرة 4 ونق؟ 


لاس ۲+ ص۲۲ س ص اف 0017 


زور اس, + ب ص +ج| 

eT ۱‏ طول القوس ود © 

حیث ھ: الزاوية ال ركزية 

۳ مساحة القطعة الدائرية - رام ام 
حيث ه: الزاوية الم ركرية 


٤‏ ) مساحة متوازي الأضلاع 


= طول القاعدة × الارتفاع | / 


١ 
اج جح ۱ ۵ ۱) مساحة الثلث << القاعدة × الارتفاع‎ 
لس سس سے سس إذا علم فيه ضلعان وزاوية محصورة بينهماء ھ الزاوية الحصورة بين الضلعين‎ 


سع عص صس ۱ 
مساحة المثلث  -‏ الضلع الأول × الضلع الثاني × جاه 


١‏ مساحة القطاع الدائري = حل نی" هر 


٥‏ إحداثيات منتصف نقطتين (س, » ص ) (س, » ص,) 


۷ إذا تشابه مثلثان فإن النسبة بین الأضلاع المتناظرة متساوية 


١ 1‏ 
مساحة الثلث متساوي الأضلاع = > س "جا ٠‏ 5 
حیث س: طول ضلع الثلث متساوي الأضلاع 


۸) الربح = سعر البیع - سعر التكلفة ۲)السافة ‏ السرعة × الزمن 
































۷ مساحة شبه النحرف 
المتوازيتين × الارتفا ع 

۸) حجم الکعب = س" 

الساحة الكلية= ٦س؟‏ 

الساحة ا لحانبیة = > س" 

حیث س:طول ضلع الکعب 

۹ )حجم متوازي الستطیلات > الطول × العرض ×الارتفاع 
الساحة ا لجانبية = ۲ ( س+ص)×ع 


الساحة الكلية > المساحة ال حانبیة +مجمو ع مساحتي القاعدتین 


٢(س+ص)×ع‏ ٢٢س‏ ص ۱ 





٠‏ ال مخروط الداثري القائم 
7٢‏ . 
ار لقاع 
مساحة سطح المخروط- 7 نق ل 
-20007ھ4 
المخروط الناقص 
7 جح ۱ ت7 
۱ حجم > ب (نق ٣‏ نق" ,+ نق 0 


۳ النشور القائم هو جسے له قاعدتان مستویتان 
ومتطابقتان ومتوازیتان» وأسطحه الحانبية 
مستطیلات, إذا كانت قاعدته مثلثة الشکل یسمی 
منشورا قائما تثلاليّاء و إذا كانت قاعدته مربعة 
الشکل یسمی منشورا قائمًا رباعیّا. 

مساحة النشور القائم الجانبية = محيط القاعدة × الار تفا ع 

حجم النشور القائم = مساحة القاعدة × الارتفا ع 











5 ) الهرم القائم: عبارة عن حسم تکون قاعدته منتظم 
والأوجه الجانبية عبارة عن مثلثات متطابقة الضلعین» 
ویسمی ارتفاع ا مثلث التطابق الضلعین: الارتفا ع 
ابخانبي للهرم» ویسمی الهرم بالهرم القائم الثلاثي إذا 
كانت قاعدته مثلث متطابق الأضلاع» وهرمّا قائمًا 
رباعهّا إذا كانت قاعدته مربعة الشكل. 

الساحة اند یرم - م حرط القاعدة < الارتفاع 


٩‏ 7 حجم الهرم القائم = ب مساحة القاعدة × الارتفاع 
۱)الاسطو انة: 
ا حجم 2 71 نق ع 
المساحة اانبية ۲۳ 7 نق ع 
المساحة الكلية = ۲ ع7 نق" +۲ 77 اسم 


)٥‏ زاوية الارتفاع أو الانخفاض: هي الزاوية المحصورة 
بين خط البصر (النظر) والخط الأفقي المارٌ بالعين. 














۲ 





ظاس - اد , طس - تا 
قاس = 2 قاس - ہا 
جا'س + جتا'س <۱ 
۱+ ظا"س > قااس 
+١‏ ظتا اس = قتا اس 


جا(أً+ ب) = جاأحتاب + جتااً حاب 

جا(أً - ب) = جاأجتاب - جتااً حاب 
جتا(أً+ ب) = جتاأجتاب - جاأ جاب 
جتا(اً - ب) = جتاأجتاب + جاأ جاب 


5 ظاأ + ظاب 
۰ ا ا 3 7 
پت -١‏ ظااً ظاب 
7 طاحظات 
ارا یا ظا طاب 


تعاب ے۔ 
حااس< ۲ -1١(‏ جتاكس) 


تا "سح ۱ + جتا۲س) 


حاس حاص--(جتل(س- ص) - جتلاس + ص)) 
جاس جتاص<--(جا(س + ص) + جا(س- ص)) 


حتاس جتاص--(جتل(س + ص) + جتال(س- ص)) 





جاس جاص =۲ جتا-(س+ ص) جا ۔(س - ص) 
جاس + جاص =۲ جاۓے-۔(س+ ص) جتاج۔(س - ص) 
حتاس -جتاص- ۲ جا-(س+ص)جا (س ‏ ص) 
حتاس + جتاص ۲ جتا ل (س+ص)جتا (س - ص) 


جتا(گ۔ - س) = جاس 
جا س) = جتاس 
ظا( - س) = ظتاس 
ظتا( ۴ - س) = ظاس 
جا( + س) = جتاس 
جتا( + س) = -جاس 
جا( ہر - س) = جاس 
جتا(7 - س) = -جتاس 
ظا(7 - س) = - ظاس 
جا( 7 + س) = - جاس 
حتا(7 + س) = - جتاس 
ظا( + س) = ظاس 
جا(-س) = - جاس 
حتا(- س) = جتاس 


ظا(- س) = -ظاس 

















ملحق(۲) 
حدول التوزیع الطبيعي العياري 


کڈ 
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ف 
ع | محمد 


ف 
حم 


۸۹ء او ار از ۹" "۷۹۹ ٠٠۹۰۰۷2٠۰۰۸۹۹ ۰۸۵۹۸۸۰۰۱٠۰۹۹۰۱۰‏ 


۰ | | 2 ات 
3 فا 9 0 
کے | €> اح | هد 
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قائمة الراجع 
أولا: الراجع العربية 
١‏ - منصور عوض. مبادئ الاحصای عمان: دار الصفاء للنشر "5 .5٠١٠١‏ 
؟- إدارة الناهج والكتب المدرسية (الأردن)- الرياضيات للمرحلة الثانوية/ الفرع العلمي 
(المستويان الثالث والرابع)- الطبعة الأولى» وزارة التربية والتعليم» .۲۰۱٢‏ 
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4- Swokowski, Earal, .للا‎ , Calculus with analiatic Geometry, 5th 
Edition, Weber and Shmidt, Boston. 
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